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Per le Note e Memoric che sorpassino le i6 pagine di sumpi, rimane a Cirico 
dell'Autore la spesa di composiiione deile pagine ccccdenti, in ragionc di L. 3,13 per 
Ogni pagina o parte di essa. 

Gii Autori che desideraoo Estratli dellc Note c Nfemoric inseritc nei Rendic onti, 
sono vivatnentc pregati di avvcrttme la ReHaiione neiratto di rinviarc le prove di stanipa. 
A (ine di agevolarc i so:i nella pubblicazione dei lore lavori, gli estratci saranno ad 
essi mandati a mano a mano che procedc la stamp 1 del fascicolo. 

II prezzo degli esiratti 6 regolato come segue : 

Per un fbglio di 8 pagine, o mcno : 

$0 cscmp!ari=L. $; ioo=L. 7, 75; i)0=L. ii; 20o=L. 13, 73; 250=L: 17. 

Per ogni foglio successive di pagine 8 , o parte di esso (oltre la spesa di coni- 
posizlone, come sopra, per le pagine eccedenti i due fogli di stampa) : 

50 esemplari = L. 3, 75; 100 = L. 5, 23; i$o = L. 7, 25; 200 = L. 8, 75; 
250 = L. 10, 75. 



Redazione : 28, via Ruggicro Scttimo — Pa!enno. 



Tipograda c Fonderia di Caratteri di M. Amenta, via Vittorio Emanucle, 330, Palermo. 

f roto-Coropotitorc : S. Lmaiiuria. 
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO. 

(28, Via Roggieko Settimo.) 



STATUTO DELIA SOCIETA 

discHSSo ed approvato dcdVAssembha getter ah dei sod del dl 26 febbrajo 1S8S. 



Soopo iletia Sootett. — Sede. 

Art. 1. — La society scientiiica Circolo Mattmqtico di Palermo lu per iscopo 
I'mcremento e la diffusione delle scienze matematiche in Italia. 

Art. 2. — A ul fine, t( Ctfcolo : 

qi Ti^pe aduQanze pella sua se()e. 

h) Pubblka una rivista periodica di maumatica col titolo : Rsndicpnti del O'rfoh 
MaUmalUo di Palermo. 

Potri inoltre istituire concorsi a prerpi e farsi promotore di congress! scientilici 
DcOe varie citti del Regno. 

Art. 8. — La sede della Society k iq Palermp, ed 6 inamovibile. 

Dei Sooi. — Amini88ione. — Gentribiizioni. 

Art. 4L — II Grppio si cpmpone di 4ue categorie di sod : resiienti e fion rest' 
4am. W^lll pr^ipa si ^omprendonQ icolpro (;hp h^nno in Palermo dimora abituale. 

Gli stranieri possono far parte della society. 

A|*t* 9* — U PUtpero df;i spci re^idenii e non residinU ^ illimitatp. 

4^(. 6. — Per I'^mmissiope 4I Circolo 6 necessario : i^ Essere propo^to , in 
im'adimaDia, da due soci (resident! o non resident!) mediante donunda, per iscrxtto, 
|1 Pfe^ideot^ a^ otttpere, nell'adpnanzi seguente, i sufiragi della maggioranza de! soci 

Art. 7. ^ Ogni socio residenU k tenuto al pagamento : 1^ di una tas^ fm^ 
tnUa di L. 10, da pagarsi all'aito deli'aromissione ; 2^ di una coniribuxione emmui di 
L. 15, da pagarsi a quadrimestri aadcipat], 9I 1* gennajo, al 1^ maggio ed al 1^ set- 
IpB}^ 4> Qgoi 4QP0. II nuovo anunesso comincer^ a pagare dal princlpio dell'anno 



VI STATUTO DELLA SOCIEtA. 

Art. 8. — Ogni socio non residtrUc k tenuto al pagamento dcUa sola contribu' 
lione annua di L. 15 , da versarsi, anticipatamente, al i^gennajo di ogni aano. II nuovo 
amroesso comincerii a pagare dali'anno in corso. 

Art. 9. — Le dimissioni da socio del Circolo non sono vaiide se il diniissio- 
nario non abbia soddis&tto Tintera contribuzione annua. Esse dovranno essere dirette 
al Presidente che ne darii partecipazione alia Society neH'adunanza pid vicina. 

Chi si h dimesso pu6, dietro domandi da lui sottoscritta, rientrare nella Societii, 
mediante la votazione di cui ali'Art. 6. 

Art. 10. — II socio moroso, trascorsi 6 mesi dairepoca stabilita per il paga- 
mento, sarA, dietro awertimento prevent ivo del tesoriere, radiito dall'clenco dci soci. 

Art. 11. — II versamento, in unica volta, di L. 300 conferisce il titolo di socio 
perpetuo, cd esonera dal pagamento delta contribuzione annua. In caso di sciogliroento 
delU Society non si ha alcun diritto a rimborso. 

Art 12. — II socio residente , per il fatto del trasferimento della sua dimora 
abituale^ 6 ascritto fra i non residenti, senza poter ripetere il rimborso della tassa di 
entrata. £ tenuto al pagamento della medesima il socio non residente che acquista, 
per la prima volta, ia quality di residente. 

Art. 13. — Tutti i soci, residenti e non residenti, riceveranno gratuiuraente 
i Rindiconti del Circolo. Ogni nuovo ammcsso ha diritto al volume in corso di stampa 
all'epoca della sua ammissione. 

Dell'Uffioio di Presidenza. 

Art. 14L — La rappresentanza e la direzione amministrativa della Society spetta 
iXVUfficio di Presidenia^ costituito dagli ufficiali della Societi : 

I presidente, 

1 vice-presidente, 
, 2 segreuri, 

2 vice-segretari, 

1 tesoriere, 

2 bibliotecari, 

eletti dai soci residenti, nel proprio seno, a scrutinio segreto. 

L'Uffido di Presidenza rimane in carica due anni. Tutti i suoi raembri sono 
rieliggibili. 

Art. 16. — Per I'elezione dell'Ufficio di Presidenza si terrA apposiu adunanza 
straordinaria nella 1* domenica di gennajo. Prendono parte alia votazione soltanto i 
sod presenti. 

Ove durante il biennio riraauga vacante una carica dell*Uffido di Presidenza, i 
soci residenti soranno convocati in apposiu adunanza straordinaria per I'elezione del 
titolare. 

Del Consiglio Direttivo. 

Art. 16. — La direzione scientifica della Society ^ affidau ad un Comiglio 
Diretiivo , il quale funziona da coraitato di redazione della rivista periodica « Rendi- 



STATUTO DELLA SOCIEtX. VII 

eotUl del Circolo Hatetmlico di Palermo », secondo le norme di un suo regolamcnto 
interao. 

Art. 17. —II Consig'io Direttivo (; compono di 20 membri, 5 resident! e 1$ 
non resident!, eletti daU'intera society a scrutinio segreto. In ognuna delle due ca- 
tegorie risultano e!elti i soci che riportano maggior numero di voti, Qualora Telezione, 
per parity di voti, riuscisse indecisa fra due o piu candidati, si proceder^ a votazioni 
4i ballottaggio, alle quali prenderanno parte soltanto i soci present! all'adunanza. 

U Consiglio Direttivo rimane in carica tre anni. Tutti i suoi raembri sono 
rieliggibili. 

Art. 18. — Per I'elezione del Consiglio Direttivo si terr4 apposita adunanza 
straordinaria nella terza domenica di gennajo. 

Ogni socio non resiJcnte, come ogni socio residente che non possa intervenire 
alia detta adunanza, invicr^, in una Icttera da lui sottoscritta e diretta al Presidente, 
una scheda chiusa e suggellata indicante 20 nomi di soci, dei quali : 5 resident! e 15 
non resident!. 

Siranno considerate nulle le schcde che non soddisfino a tuttc le condizion! 
sopra stabilite o che pervengano airUfficio di Presidenza dopo le ore 5 pomeridiane 
del suindicato giomo. 

Lo spoglio delle schede sara fitto dal Presidente assistito da! segretari. 

Art. 19. — Non vi h incompaiibi'ita di carica fra i membri delPUfficio di Pre- 
sidenza ed i membri resident! del Consiglio Direttivo. 

Art. 20. — Entrando in carica, il Consiglio Direttivo deleghera uno dei suoi 
membri resident! a dirigcre la pubblicazione dei Rendiconti. 

Delle adunanze. 

Art. 21. — Le adunanze ordinarie del Circolo si terranno la seconda e la 
quartj domenica del mese. La societi prcndc due mcsi di vacanza : settembre cd otto- 
bre. II Presidente , ovc lo repiiti opportuno , pu6, in ogni tempo, convocare i soci 
resident! in adunanza straordinaria. 

Art. 22. — Nelle adunanze, in caso di assenza del Presidente e del Vice Pre- 
sidente, il pi£i anziano di eti fra i soci present! funzionera da Presidente. In caso di 
assenza dei Segretari e dei Vice Segretari, chi presicde inviterd uno dei soci present! 
a fame le veci. 

Art. 23. — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convo^heri 
i sod resident! in apposita adunanza straordinaria per la revisione dei cont! dclPanno 
decorso e i'approvazione del bilancio di previsione. 

Art. 24. — Nelle adunanze del Circolo non c ammessi alcuna comanicazione 
o discussione sopra argomenti estranei airindole scicntifici e alio scopo deila Societa. 

Art. 25. — Tutto ci6 che rifcrisccsi airamniiaistrazione del Circolo, pu6 cs- 
sere trattato, esclusivamentc , nelle adunanze siraordinarie, per le quali il Presidente 
formuleri e parieciperi, con preccJenza, a! soci resident!, apposito ordine del giorno. 

Art. 26. — Le tliniissioni da socip del C.rcolo non possono essere oggettQ 
d! discussione ne di votazione. 



vm STATUTO DniA soank. 

Art. 97. — Ndle aduttanxe ordinarie 9 Ofcob 6 legalmesie oostilaiR^ <|«laif- 
qne sU fl nomero dei sod presend. 

MeOe idontnEe straonSnarie, tranxie quelle (fi coi «g6 An. is e t8, 6 oeces* 
sarii mu fecoodt convocaiione qotndo nelli prima noft lU iatenffttitt MoMb h 
mttk pfft tino dd sod resident!. 

Aft. tt. -^ Nelle tdmunue onfioarie le Comimkaiiooi dfei fod ttMt&A « 
succedoDO per ordftie d*iscriaoiie. Sanrono pctcednle dafla letlMa die §M i SBgiB* 
tailo dd ffton delle Comitnicanoni dd sod noa itsideati, penreiiiiie ainHHdio dIPre- 
sidenaa ndllntervallo tra un'adunanza e Taltra. 

Art. S9. — Rientra xiefle spedali attrfbutiooi dd PresidetHe tmto d6 di6 rife* 
riscesi al regoUinento delle adunanze orJinarie e straordhiarie. 

Atff. SO. — I sod non resideoti che si trovtno tenqionuieifBetite in Pdemio 
godooo cH tutti i diritti dd resident! e partedpaoo aOe TOCadoni, mteo qlwUe dl dd 
agS Alt. 1$, a) e 4$. 

Art. 81. — Le persdne estranee che desiderano assistere aDe adoatfiafe octf* 
narie M Qreolo, debbono, dascima volta^ essere inAodocie da tioo dd sod. 

Dei Rendiooirti. 

Al%. 82. — Nd Rmdiconti del Groolo si pubblicitiio, per obbBgo : 

i.<* GH EfifiU dai verhali delle adunanae (redatti dai Scfrctiri) i quaK conteo- 
gocx> il titolo e, ove occorra, un breve cenno, delle comoDicaaiocii dd sod. 

1.° Le Note e le Meraorie original! comunicate dd tod cd atioeiuiis per la 
staropa dai Comiuto di redatione. 

).^ Un bollettino bibliografico della produzione matenutica nazionale e straniera. 
11 quale comprende : 

d) it sommario degli articol! di matematica contenuti nelie pubblicaiiotli piruh- 
ditbi (atti <fi Accademle, riviste, giomall, etc.) colle qual! il Cirook) scambia i s«oi 
Rendkohtl; 

b) I'elenco delle pubblicaaion! d! matematica non piriodkhe (opere , ma no rie » 
nolti eio.) che pervengono in dono alia biblioteca dd Qrcolo. 

Arl. 88. — Per tutto che conceme la rivista RtnikonU M Orcth hinkmm 
Ii40 4i Pnkrmo^ il ConsigUo Direttivo potrii attuare quelle rifbrine ed esleilsioiy dit 
stinierjl opportune per accrescerae Timportanza scientifica e meglio sodifisfiire aUe td- 
genat del cultori delle sclenae matematiche. 

Art. 84. — GH EstrnUi dai vtrhali non riproducono le discossbni sderitflkhe 
che il finno netle adunanze del Grcolo; tuttavta se i sod, che v! hanno preso parte, 
deilderano ne sia fatta menzione, ess! sono tenuti a riroettere al Segreterio, neU'adu* 
lunaa lileisa , una Not 1 per iKritto , la quale , m ogni caso, non potrii eccedetts lo 
jipifk) di una pagina dd Rendiconti. 

Art. 86. — Lc Notc» Memorie e Riviste bibliografiche destinate ai Rendiconti 
dovranno cisere inedite e scritte in un i detle seguenti liogue : italiana , latitia , spa* 
gnuola. fraoceic. tcdeica, Inglese; non potranno pubblicarsi a parte o inserifsi in altri 
l^ritHlici »clcnti(icl sc non dopo die saranno state pubbticate dilCircol6, GH Autori 
>\o a^sumono* c^si soli, la responsabilitJi sdentidca. 



UFFICIO Dl PIESIIEIZA 

PQ. HESOOO 1840-41. 



i (G.), pRadme— Cytem. «ioe presdoue — 1 Aftt«iui (MX.) 
a, sesRttri — ITAraMePipA vkcMgRltfi — Pirwni. teso- 



CONSIGLIO DIRETTIVO 

(Consiis> £ reiiaooe id MmAomH) 
PEL TUEKKIO 1S8S-S9-9O. 

Residenti: Albtggiani :g.). AlktggiiM (M. U). CaMmra, O tfct ia , 



Non residenti: BatUgfin (Sapoli). Btltraw (P^via> BiftiM (PaTia), 
Bttti (Pisa), Brioschi (>fil:uio), ClMriti (P^TiaX Ownrti (Roma). Cr»- 
MM(RocDa).Del PiZZO (Napoli), De PMib (Pisai% D* Ofilw (ToriooX 

Jong (MiUno), PindMrit CBoIogiu% S«gn (Tociao). Voitorrt (Pisa). 

Delegate dal Consiglio per dirigere la pnbblicaziooe 
dei Rimdic0nti (Art. 20 dello Statolo) : 



EFFEMERIDE DELLE ADUNANZE ORDINARIE PEL 1890 

Geonajo 12, 26 Luiglk> 15, 27 

Febbn^o 9, 25 Agosto 10, 24 



Marzo 9, 2) Scttmbre | 

Aprflc 13, 27 Ottobre ^ 

Maggk) 11, 25 Kovembce 9, 25 

Giogiio 8, 22 Diccmbce 14, 28 

Ore 3 p. m. precise. 
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XIV 



ELEKCO DEI SOQ. 



DATADELLAMOIOMA 

1884, 2 marzo. 



1884, 2 mano. 



1887, 15 febbrajo. 
1884, 2 marzo. 



1884, 2 mano. 



1884, 2 raarxo. 
1886, 7 febbrajo. 



1884, 2 marzo. 



1887, 4 dicembre. 
x886, 4 aprile. 

x888, 9 settembre. 

1888, 8 aprile. 
1888, 5 febbrajo. 



1886, 7 febbrajo. 



Patarod Francesco Paolo, ingegnere, libero docente cfi Geome- 
tria descritttva ed inc. di Geometria projetdva con disegno oeOa 
R. University ;* prof, di Matematica oel R. Istitnto TecflJoo 
di Palermo — Fia S. AUssandro^ }j, 

Pepoli Alessandro , ingegnere , prof, nella R. Scuok Tecaica 
Gagini, consigUere comunale — VU Omddai^ i^. 

Pertioa Emanuele, ingegnere — Via Macqmda^ Piaa^iiia SUm- 
tnaU, S, 

Pintaoada Carlo, ingegnere, prof, straord. di Meocanica appfi- 
cau alle macchine ed inc. di Costruzioni stradali e r crro viar ie 
ndla R. Scuola d'applicazione per gl'Ingegneri in Palenno, 
consigliere comunale — Fia Gagifd^ 7;. 

Poliii Giuseppe, ingegnere presso la Societi Italian! ddle Sen* 
de Ferrate delU Sicilta — Fia ddU Psrgok 14. 

Poroelli Salvatore, ingegnere — Fia LoUi, 2* travtna Fnrmria^ 
fondo Dabbem, 

Rotigliano Salvatore, ingegnere, assistente alia cattedra di Co- 
struzioni stradali e di Meccanica applicata alle macchine nella 
R. Scuola d*applicazione per gl'Ingegneri in Palermo — Fia 
Rosario Di Gngario, j/. 

Salemi-Paoa Giovanni, ingegnere, prof, straord. di Meccanica 
applicata alle costruzioni ed inc. di Geometria pratica neOa 
R. Scuola d'applicazione per gl'Ingegneri in Palermo — Fia 
Lincoln^ 92. 

Siragusa Annibale, ingegnere — Fia Pakmia, 2. 

Taaohetti Giuseppe, prof, nel R. Ginnasio Umberto I in Pa- 
lermo — Fia Principe Scordia^ 21. 

Tomaaiiii Barone Francesco ^ Umvtrsitdt Gabimiio di Fisica. 

^c*ipiolano Giuseppe, ingegnere — Fia Bara^ 60, 

Venturi Adollb, dottore in Matematica, prof, straord. di Geo- 
desia teoretica ed inc. di Meccanica celeste nella R. Univer* 
sitii di Palermo — Fia Cuba, casa Giardina, ] 

Zona Temistocle, socio corrispondente de!la R. Accademia di 
Scienze, Lettere e Belle Arti di P^ilermo, etc. , 2° astronomo 
nel R. Osservatorio Astronomico di Palermo , libero docente 
di Astronomia ed inc. di Geografu (isica nella R. University 
di Palermo — Pala^jp ReaJe, 



KOK RESIDENTI. 



XV 



NON RESIDENTI 



DATA BELLA NOMINA 

1888, 12 agosto. 



1887, 24 aprile. 

1888, II marzo. 

i888» 26 agosto. 

18889 II marza 
1886, 5 dicembre. 



1888, 4 inarzo. 



x888, 4 marzo. 



Amtttaro Enrico, dottore in Matematica, ingegnere, assistente 
alia cattedra di Geometria descrittiva nella R. University di Na- 
poli. — Via S. Giuseppe dei Ruffi, 6 — Napoli. 

Amodeo Federico , dottore in Matematica , libero docente di 
Geometria projettiva nella R. University di Napoli. — Fico Noce 
a Fonseca^ 9 — Napoli. 

Arwbik Cesare, dottore !n Matematica, prof. ord. di Calcolo in- 
(initesimale ed inc. di Analisi superiore nella R. Universitii di 
Bolc^a. — Bologna. 

BasUa Ernesto , architetto , inc. di Architettura tecnica nella 
R. Scuola d'applicazione per gllngegneri in Roma. — Via VenU 
Settembre^ ^ A — Roma. 

Baeaani Anselmo, dottore in Matematica, professore di Mate- 
matica nella R. Accademia Navale di Livorno. — Livomo. 

Battaglini Giuseppe 0» ^^^ ^^ ^^ ^^^^ Society Italiana ddle 
Sdenze, socio nazionale dcUa R. Accademia dei Lined, mem- 
bro della R. Accademia delle Sdenze di Napoli, sodo della Poo- 
taniana; corrispondente delle Reali Accademie delle Scienze di 
Bologna, Torino, del R. Istituto Veneto; merobro del Consi* 
glio superiore di P. I.; prof. ord. di Calcolo differenziale ed 
integrate ed inc. di Meccanica superiore nella R. Universitii di 
Napoli. — Fico Volpicelli a Santa Cbiara, 20 — Napoli. 

Beltrami Eugenio (**) , corrispondente delllstituto di Francia 
(Accademia delle Scienze), uno dei XL della Sodetii Italiana delle 
Sdenze, sodo nazionale della R. Accademia dei Lined, membro 
effettivo del R. Istituto Lorabardo, sodo nazionale non resi- 
dente della R. Accademia delle Scienze di Torino, sodo effet- 
tivo pensionato della R. Accademia delle Scienze di Bobgna; 
corrispondente ddle Reali Accademie delle Scienze di Berlino, 
Modena, Napoli, delle Societi Reali delle Sdenze di Gottinga 
e di Li^, della Society Filomatica di Parigi; proC onorario 
della R. Universitii di Bologna ; prof. ord. di Fisica matema- 
tica ed inc. di Meccanica superiore nella R. Universitii diPa* 
via. — Pavia, 

Bertini Eugenio , dottore in Matematica , corrispondente del 
R. Istituto Lombardo ; dirtttore della Scuola Normale , prof, 
ord. di Geometria superiore ed inc. di Eserdtazioni della Geo- 



O aT. diU'Ordiac (M Mcriio CiriU <U S«foi«. (**) 14«b. 



XVI ELE^IOO DBI SOQ. 

DATA DELLA NOMINA 

roetria superiore nella R. Umversiti <fi Pavu. — Pi^^* C0- 

stellOf 22 — Pavia. 

1887, 4 dicembre. BersoUri Luigi, dottore in Matematica, prof, nel R. Liceoed 

assistcnte alU cattedrj di Georaetria prcjettiva e desc rittiva neOa 
R. Universiii di Pavia. — Pavia, 

18H7, 18 dicembre. Bettt Enrico 0» senatore del Regn3, uno dei XL della Sodeta 

Italiina delle Scienze, socio nazi3oale della R. Accademia dd 
Lincei c della R. Accademia deUe Sdenze di Torino; com- 
spondente delle Reali Accademie delie Sdenze di Beriino, Bo- 
logna, Napoli, del R. litituto Lombardo, del R. Istxtuto Ve- 
ncto, della Society Reale delle Scienze di Gottinga; membro 
onorario dclla Society Matematica di Londra; membro del Con- 
siglio superiore di P. I.; prof. ord. di Fisica matematica ed ioc 
di Astronomia e Meccanica celeste nella R. University di Pisa; 
dircttorc della R. Scuola Norma'.c superiore di Pisa. — Pisa. 

1888, 9 scttcmbrc. Bordiga Giovanni, dottore in Matematica, prof. nelR. Istituto 

Tccnico di Venezia. — Pala^io Picvem, TragbiUo della MaddO' 
Una — Veniijid, 

1889, \.\ luglio. Bortolotti Ettorc, dottore in Matematica, assisteote alle catte- 

drc di Algebra e Calcolo infinitesimale nella R. University di 
Bologna. — Fia Fondana, 67 — Bologna, 

1887, 4 diccnibrc. Brambilla Alberto, dottore in Matematica, prof, ncl R. Liceo 

Viitorio Emanuclc di Napoli. — Nafioli. 

1888, 5 fcbbrujo. Breglia Ernesto, ingegnere, assistente alia canedra di Statica 

grafica nella R. Scuola d'applicazione per gl'Ing^neri in Na- 
poli. — rU S, Nicandro^ 8 — Napoli, 
1887, 20 novcmbrc, Brioachi I-rancesco (**) , scnatore dei Regno , presidente della 

R. .\ccadcniia dei Lincei, cor ri spondente deiristituto di Francia 
(Accademia delle Scienze), uno dei XL della Societi Italiana delle 
Scienze , membro effeitivo del R. Istituto Lombardo , socio 
nazionalc non residentc della R. Accademia delle Scienze di 
Torino^ socio ordinario della R. Accademia delle Scienze di 
Napoli; corrispondente delle Reali Accademie delle Scienze di 
Bcrlino, Bologna, delle Socictii Reali delle Scienze di Gottinga 
c di Pragj; membro onorario della Societi Matematica di Lon- 
dra, membro dclla SocietA Matematica di Francia; membro del 
Consiglio superiore di P. I; prof, emerito della R. University 
di Pavia; prof. ord. d*Idraulica e direttore del R. Istituto Tec- 
nico Superiore di Milano. — Fia Senalo, 38 — Milano. 



(*) C«v. deirOrdinc del Mcrito GviU di Sa?oU. ('*) Idas. 



NON RESIDENTI. XVH 

DATA DELLA KOMIKA 

1889, 10 marzo. Burali-Forti Cesare, dottore in Matematica, prof, nella R. Ac- 

cademia Militare di Torino. — Via Gioberti, 4^ — Torino, 

1884, 2 marzo. Gapelli Alfredo , dottore in Matematica, socio ordinario resi- 

dente della R. Accademia dellc Scicnze di Napoli; prof, ordi- 
nario di Algebra complementare ed inc. di Analisi superiore 
nella R. University di Napoli. — Salita Magnocavallo, 29 — NapoU, 

1888, 4 marzo. Gasorati Felice O, uno dei XL della Society Italiana delle Scien- 

ze , socio nazionale della R. Accademia dei Lincei , membro 
effettivo del R. Istituto Lombardo; corrispondente delle Reali 
Accademie delle Scienze di Berlino, Bologna , Palermo , To- 
rino, della Societi Reale delle Scienze di Gottinga; prof, or- 
dinario di Analisi infinitesimale ed inc. di Analisi superiore nella 
R. Universitii di Pavia. — Pavia. 

1889, 13 gennajo. Gastelnuovo Guido, dottore in Matematica, assistente alia cat- 

tedra di Algebra e Geometria analitica nella R. Universltii di 
Torino. — Pia^:(a Statuto, ) — Torino^ owero : Santa Fosca — 
Veneiia* 
1886, 5 dicembre. Catalan Eugene , giii allievo della Scuola Politecnica di Pari- 

gi, professore emerito deirUniversit^ di Liegi , associato della 
R. Accademia del Belgio, dell'Accademia delle Scienze di To- 
losa e della Societii delle Scienze di Lilla; corrispondente delle 
Accademie delle Scienze di Pieiroburgo e di Torino, dell' Ac- 
cademia pontificia dei Nuovi Lincei, della Societi Matematica 
di Amsterdam, dell'Istituto nazionale ginevrino; membro effet- 
tivo della Society Reale delle Scienze di Liegi , della Sodetii 
Filomatica di Parigi , della Societi Matematica di Francia. — 
Rue d$s EburonSy 21 — LUgt, 

1885, 8 febbrajo. Gavallaro Francesco, dottore in Matematica , prof, nella Re- 

gia Scuola Tecnica di CefalCi. — Cefalii (Sicilia), 

1886, 5 dicembre. Germti Valentino, socio nazionale della R. Accademia dei Lin- 

cei, membro dell 'Accademia Leopoldino-Carolina de' Curiosi 
della natura , membro della Societi Matematica di Francia ; 
rettore , prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Fisica 
matematica nella R. University di Roma. — Fia jyA:^egUoy 16^^ 
Roma. 
1888, II marzo. Ghiasoiii Francesco, ingegnere, prof. ord. di Geometria pro- 

jettiva e descrittiva con disegno nella R. Universitit di Gita- 
nia. — Catania. 



{*) Cat. deirOrdine del merito Civile di Satoii. 

Rend, Ore, Matem„t. IV, parte i.f— Stampato il 24 febbrajo 1890. c. 
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DATA DELLA NOMINA 

1885, 8 febbrajo. Gonti Ignazio, doitore in Matematica prof. nclR. Istituto Tcc- 

nico di Modica. — Modica (Sicilid), 

1887, 4 dicembre. Gosta Gregorio, dottore in Fisica, ingegnere, assistente alia cat- 

tedra di Fisica tecnica nella R. Scuola d'applicazione per gli 
Ingegoeri e prof, di Fisica sperimentale nd Collegio Miliure 
di Napoli. — Via TribunaU, 194 — NapoU, 

1887, 20D0vembre. Cremona Luigi (*), seoatore del Regno, LL.D.fiim^., Farsign 

F. R. S.y Hon. F. C. P. S.; uno dei XL della Sodetii lu- 
liana delle Sdenze , socio nazionale deUa R. Accademia dei 
Uncei, sodo nazionale non residente della R. Accademia delle 
Sdenze di Torino, merabro e^ttivo del R. Istituto LombardOy 
sodo ddle Real! Accademie delle Sdenze di Amsterdam, Bo- 
logna , Monaco , Napoli , delle Sodeti Reali delle Sdenze di 
Copenhagen, Gotdnga, Liegi, Praga, della Sodetii Matematica 
di Francia, di Praga; corrispondente della Sodetii Filomatica di 
Parigi; membro onorario della Sodeti Matematica di Londra, 
della Sodetii Filosofica di Cambridge, dell'Associazione Bri- 
tannica pd progresso delle Sdenze; prof, onorario neOa R. 
Universitit di Bologna; pro£ ord. di Gebmetria superiore nella 
R. University di Roma, direttore della R. Scuola d'applica- 
zione per gl' Ingegneri in Roma. — Piaa^x^ S, Pietro in Fin' 
coU, J — Roma. 

1887, x6 gennajo. Dainelli Ugo, dottore in Matematica, prof, nd R. Istituto Tec- 

nico Leonardo da Vind. — S. Pietro in Vincoli — Roma, 

1886, 5 dicembre. Del Pesao Pasquale, duca di Cajanello, dottore in Matematica, 

membro ddla Sodetii Matematica di Francia; prof, straord. di 
Geometria superiore nella R. University di Napoli. — Fia Gm- 
naro Scrra, 7/ — Napoli. 

1887, 13 febbrajo. Del Re Alfonso, dottore in Matematica, inc. di Geometria ana- 

litica e projettiva nella R. Universitii di Ronu. — Pm^4 S. Pie^ 
tro in Fincolif j — Roma, 

1888, 4 marzo. De Paolia Riccardo , dottore in Matematica , corrisposdente 

della R. Accademia dd Lincei ; prof. ord. di Geometria su- 
periore nella R. Universitii di Pisa, inc. di Statica graHca con 
disegno nella Scuola di applicazione per gl 'Ingegneri in Pisa. — 
Pisa. 
1887, 4 dicembre. D'Oyidio Enrico, uno dd XL della Sodetii luliana delle Sdenze, 

sodo residente deUa R. Accademia detle Sdenze di Torino; 
corrispondente della R. Accademia dd Lincei, dd R. Istituto 



(•) CiT. deirOrdiae del Unito CifiU ii S«toU. 



KOK RESmENTt. 



DATA DET.T.A NOMIHA 



i883, 26 agosto. 



1887, 4 (ficembre. 



18S9, 13 maggio. 



18S8, Sluglio. 
1890, 9 fiebbrajo. 



1888, 8 gennajo. 



1887, 2 gennajo. 



1887, 4 dicembre. 



18S8, 9 settenibre. 



1889, 9 giugno. 



Lombardo, della R. Accademla delle Scienze dl Napoli, sodo 
dell'Accademia Pontanlana, membro delta Societi Matematka 
di Franda; prof. ord. di Algebra complementare e Geometria 
analitica ed inc. di Analisi superiore nella R. Universitii di 
Torino. — Corso Oporto^ }o — Torino, 

Faita Giuseppe, direttore del Ginnasio e prof, nella R. Scaola 
Normale Femminile di Petralia Sottana. — Petratia Sottana (SU 
cilia). 

Foaret Georges , gii allievo della Scuola Politecnica , mem« 
bro onorario della Societi Filomatica di Parigi, giii Presidente 
della Sodetii Matematica di Franda; esaminatore d'ammissione 
e ripetitore di Meccanica alia Scuola Politecnica. — * Rue Wa^ 
sbingtoitf 16 — Paris. 

Frattlni Giovanni , dottore in Matematica , libero docente di 
Algebra nella R. Universitii e prof, nel R. Istituto Tecnico e 
nel R. Coll^o Militare di Roma. — Roma. 

CkunbardeUa Filippo, professore di Matematica nella R. Acca- 
demia Navale di Livomo. — Livomo, 

(Holiani Giulio, dottore in Matematica, prof, nel R. Liceo Mac- 
cbiavelli di Lucca. — Lucca, 

Grhnaldi Giovan Pietro, dottore in Fisica, libero docente in 
Fisica nelle RR. Universitik di Palermo e Roma, assistente alia 
cattedra di Fisica ndla R. University di Roma. — IsHttdo H- 
sico — Roma, 

Hirst Thomas Archer, Ph, D. Marhurg, F. R. S., F. R. A. 5., 
Hon. F. C. P'S,; membro del Senato dell'Um'vcrsiti di Lon- 
dra; membro della Society Matematica e della Sodeti Fisica 
di Londra, della SocietiL Matematica di Franda; corrispondente 
della Society Filomatica di Parigi e delle Sodeti di Sdenze 
Naturali di Halle e di }/LaLrh\iT%, -^ Athenaum Qub^ London, 

* Humbert Georges, gii allievo della Scuola Politecnica, inge« 
gnere delle Mine, dottore in Scienze matematiche, membro ti- 
tolare della Society Filomatica di Parigi , segretario della So' 
deta Matematica di Franda ; ripetitore di Analisi alia Scuola 
Politecnica. — Boulevard Malesherbes, 16 — Paris. 

Jadansa Nicodemo , dottore in Matematica , sodo corrispon- 
dente dell'Accademia Pontaniana di Napoli; profl ordinario di 
Geodesia teoretica nella R. Universitii di Torino; prof, straord. 
di Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione per gl'In- 
gegneri in Torino — Pia^^a B. V. degU Angeli, 2 — Torino. 

Jordan Camillo , membro dell'Istituto di Francia (Accademia 
delle Sdenze, seziooe di Geometria), corrispondente del R. Isti- 
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ELENCO DEI SOQ. 



DATA DELLA NOMIKA 



1887, s g'ugn-).' 



1889, 10 novembre. 
i888y XX mario. 
1889, 24 tnarzo. 



1888, xj maggio. 



X887, 4 diccmbro. 



1884, 2 marzo. 



x888, X5 maggio. 



1886, 24 gcnnajo. 



tuto Lombardo di Scieoze e Lettere, membro delta Sodeti Fi- 
lom^tica di Parigi, della Societi Matematica di Francia, dd- 
1' Associazione Francese pel progresso defle Sdenze, etc^ inge* 
gnere capo del!e Mine; direttore del Journal tU Matb^matiqugs 
pares et appiiquies; professore al CoBegio di Fraoda e alia ScuoU 
PoHtecnica. — Rue de Farennne, 48 — Paris. 

Jung Gi jseppe, dottore in Mitematica, corrispondente dd R. Isd- 
tuto Lombardo, membro onorario dell'Associazione Britaxmica 
pel progresso delle Scienze; prof. ord. di Sutica grafica eGeo- 
nietria projettiva ne! R. Istituto Tecnico Superiore di Milaoo. — 
Via Principe Umherto, 7 — Milano, 

Krausa Martin Johann, dottore in Filosofta, prod ord. nel Po- 
litecnico di Dresda. — UhJandstrassCf 12, II — Dresden. 

X^asseri Giulio , dottore in Matetnatica , prof, di Matematica 
ncila R. Accademia Kavale di Livomo. — Uvomo, 

Lebon Ernest , aggregate di Matematicbe (insegnamento spe- 
ciale) , membro dell'Associazione Francese pel progresso delle 
Scienze; gid prof, supplente di Geonoetria descrittiva al cod- 
servatorio di Arti e Mestieri di Parigi; prof, di Matematiche 
nel Liceo Carlomagno di Parigi; redattore capo del Bulletin 
scientifique, — Rue de Miiiires, j — Paris, 

Lb Paige Const mtin, dottore in scienze (isiche e matematiche, 
segrctario generale delta Society Reale delle Scienze di Liegi; 
corrispondente della R. Accademia del Belgio, dell' Accademia 
Pontificia dei Nuovi Lincei, della R. Accademia delle Scienze 
di Lisbona; membro straniero della Society Reale delle Scienze 
di Bocmia, dell* Accademia Imperiale Alemanna Leopoldino-Ca- 
rolina de' Curiosi della Natura; membro onorario della Sodeti 
Matematica di Amsterdam; membro delle Societii Matematiche 
di Francia e di Boemia; prof. ord. di Analisi e di Geometria 
superiore nclla Universiii di Liegi. - Riie des Anges^ 21—LUge, 

Lox*ia Gino, dotiorc in Matematica, prof, straord. di Geome- 
tria superiore cd inc. di Anilisi superiore nella R. University 
di Genova. — Geneva. 
Maisano Giovanni , dottore in Matematica , prof, straord. di 
Algebra complement ire c Geometria analitica ed inc. di Ana- 
lisi superiore nelU R. Universiti di Messina. — Messin.i. 

Maroolongo Roberto , dottore in Matematica , assistente alia 
cattedra di Meccanica razionale nella R. University di Roma. — 
Piaiia S, Pietro in Vincoli^ s — Roma, 
Martinettt Vittorio, dottore in Matematica, prof, straord. di 
Geometria descrittiva e projettiva con disegno ed inc. di Geo- 
nietiia superiore nella R. Universitii di Messina. — Messina, 



NON RESIDENTI. 



XXI 



DATA DELLA NOMINA 

iSSj, 13 febbrajo. 



iSSSy 10 giugno. 
x888y 13 maggio. 



1887, 4 dicembre. 



1888, 13 maggio. 



1889, 27 gennajo. 



1887, 4 dicembre. 



1888, .8 gennajo. 

1889, 13 gemiajo. 

1888, 13 maggio. 

1887, 4 dicembre. 



1889, 10 marzo. 



Masoiii Udalrigo, dottore in Matematica, ingegnere, libero do- 
cente di Meccanica razionale ed inc. di Idraulica teoretica nella 
R. Scuola d'applicazione per gringegneri in Napoli. — S, Po' 
tUo, 4; — Napoli. 
Merlani Adolfo, dottore in Matematica.— Km /nJf^eiK/Mta, 19— 
Bologna. 

Mittag-Leffler Gdsta, dottore in Filosofia; membro dell'Ac- 
cadcmia Reale. delle Scienze di Svezia, della Society Reale delle 
Scienze di Upsala^ dclla Society Reale delle Scienze dl Norve- 
gia, della Society delle Scienze di Finlandia, della Sodetit Ma- 
tematica di Francia, della Societii Astronomica di Lipsia; mem- 
bro onorario della Societii Filosofica di Cambridge; corrispon- 
dente della Societa Reale delle Scienze di Gottinga e della So- 
cietal Reale delle Scienze di Liegi; redittore capo degli Acta 
Matbematica; prof. ord. di Analisi superiore nella University 
di Stoccolnia. — Stockholm (Sve^^ia), 

MoUame Vincenzo , dottore in Matematica , prof. ord. di Al- 
gebra complementare e Geometria analitica nella R. Univer- 
sitil di Otania. — Catania 

Montesano Domenico, dottore in Matematica, prof, straord. di 
Geometria projettiva e descrittiva nella R. University di Bolo- 
gna. — Via San Felice, 14 •— Bologna, 

Moore Eliakim Hastings, Jr., dottore in Filosofia, membro del- 
TAccademia delle Scienze del Connecticut. — 426, Church str, — 
Evanston (Illinois), U,S, A, 

Morera Giacinto, dottore in Matematica. prof. ord. di Mecca- 
nica razionale ed inc. di Fisica matematica nella R. Univer- 
sity di Genova. — Genova, 

Marer Vittorio , dottore in Matematica , prof, nel R. Liceo di 
Spezia. — Spe^ia, 

Padelletti Dino, dottore in Matematica, membro della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Napoli, prof. ord. di Meccanica razio- 
nale nella R. Universitil di Napoli. — Arco Mirelli, )6—Napoli, 

Panizza Francesco, dottore in Matematica, prof, nel R. Liceo 
di Alessandria. — Alessandria, 

Peano Giuseppe, dottore in Matematica, prof, di Matematiche 
nella R. Accademia Militare, inc. delle Applicazioni geometri- 
che del Calcolo infinitesimale nella R. University di Torino. — 
Corso Valentino, i — Torino. 

Pieri Mario, dottore in Matematica, prof, nella R. Accademia 
militare di Torino. — Torino. 
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Platania Gioransx.— Ju 5. Gimupft^ 14 
Porro Frjnccsco, doaore in Bsici, ioc 

R. Universiu e deZi DirezioQe id R. 

mico di Torino. — TVw. 
Preritara Carmero. — Hco MimMtJi « Fmit, j -~ Y^'. 
Reggio Giuseppe Ziccirii, doctore in MitrnuTict; preside dd 

R. Isdtuto Tccmco di Trcviso. — 



tHHj, iH dicembre. 
1^9, 10 oovembre. 



I WW, 14 ottobre. 
1S8S, 27 maggto. 



iH'^i, 12 gennajo. fUiiia Vincenzo, dottore in Matemadca* j^Wfiitr alU cattedn 

di Geodesia nella R« Univenita <fi Roma. — i^M^« J. Mftrv 

i»i Vincoli, s — /?<w»»J. 

1H87, 27 fcbbrajo. lUtali Virginio , dottore in Matemataca, proC nel R. Istitnto 

Tccnico di Como. — Como, 

t^^Tt f) fcbbrajo. Hindi Scipione, dottore in Mateniatica, proC nd R. Lioeo di 

Pcsaro. — Pesaro, 

1M8, 1 1 mix If i. Ruffiiii Ferdinand Paolo, socio effcttivo pensionato c vice pre- 

sidentc della R. Accademia delle Sdenze ddFIstitato (fi Bolo- 
gna, corrlspondente del R. Istituto Veneto, prod emerito ddla 
R. University di Modeni ; prof. ord. di Meccanica razioiule 
iiclla R. UiiivcrsitJi di Bologna ; inc. di Sutica graiica nelk 
H. Scuola d*appIicjzionc per gl'Ingegneri in Bologiu. — Bologna, 

iHHH, ', fchbrajo. Roggiero Pictro , ingegnere , assistente alia cattedra di Resi- 

stcn/^ di Materiali nclla R. Scuola d*applicazione per gringe- 
fjncri in Napoli. — Tia 5. Curio alle MorUlU^ 26 — NapoU, 

1H8H, 26 jgost'). Russo Giovmni, profcssore di Matematica, membro della So- 

cietJi Matcmatici di Francia e dell'Associazione Francese pd 
progrcsso delle Scienze; prof, titolare di Matematica nella ScuoU 
Tccnica pareggiata di Catanzaro. — Disasa Cast Aru , 2 — 
Caianiaro, 

1HH9, 28 aprile. SadoD Hlcia, dottore in Matematica, prof, nella R. Scaola Tec- 

nica Pietro ddla Vallc c nel R. Collegio miliurc di Roma,— 
Via QimmUna, ) — Roma. 



KON RESIDEKTI. 
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i888y II marzo. 



i888y 15 tnaggio. 
1887, 27 lugtio. 



1888, 24 giugno. 
1886, 13 giugno. 
1888, 8 aprile. 



DATA DELLA NOMINA 

1887, 4 dicembre. SalTatore-Dino Nicola , corrispondente della R. Accademia 

delle Scienze di Napoli; prof. ord. di Geometria descrittiva nella 
R. University di Napoli. — Porlici, 
Sannia Achille, ingegnere, ex-deputato al Parlamento naziooale, 
presidente dell'Accademia Pontaniana, presidente della sezione 
di Architettura dell 'Associazi one nazionale Italiana de^li sden- 
ziati, letterati ed artisti; prof. ord. di Geometria projettiva nella 
R. Universiti di Napoli; R. Coraraissario della Scuola d'appli- 
cazione per gl'Ingegneri in Napoli,— Lor^ Tarsidj 2 — Napoli. 
Schlegel Victor, dottore in Filosofia, membro della Society Ma- 

tematica di Francia. — Hagen '/ir. (Germantd). 
Segre Corrado , dottore in Matematica , sodo residente della 
R. Accademia delle Scienze di Torinc^ prof, straord. di Geo- 
metria superiore nella R. University di Torino^ — Via Juvor 
ra^ 20 — Torino, 
Sforsa Giuseppe, dottore in Matematica, prof, nel R. Istituto 

Tecnico di Foggia. — Foggia. 
Spina Giiiiino Raf&ele, prof, nella R. Scuola Normale di La- 

cedonia. — Lacedonia, 
Starkoff Alexis, membro della Societil Matematica di Franda, 
della Society dei Naturalist! della Nuova Russia, della Sezione 
Matematica dd Kazan e della Sodetii Tecnica di Odessa. — 
DeribasowskajOy 6 — Odessa. 
1887, 4 dicembre. Tonelli Alberto, dottore in Matematica, prof. ord. di Calcob 

infinitesimale ed inc. di Analisi superiore nella R. Universitii 
di Roma. — Pioj^a S. Pietro in Vincoli^ $ — Bjoima. 
Torelli Gabriele, dottore in Matematica, sodo residente dell'Ac* 
cademia Pontaniana, prof, nel R. Istituto Tecnico, coadjutore 
per la cattedra di Calcolo e per le esercitazioni di Algebra e 
Geometria e libero docente di Geometria projettiva e descrit- 
tiva nella R. Universitii di Napoli.—^. Spirito di PdlaixPy ^i— 
"Napoli. 
Vaiii6ek J.-S., corrispondente delle Societii Reali delle Sdenze 
di Praga e di Liegi e della Sodeti Filomatica di Parigi, mem- 
bro della Sodetii Matematica di Francia ; prof, nd Liceo di 
Jiifn. — JiHn (JBoemia), 
Vani6ek M.-N., membro della Societii Matematica di Francia; 

professore di Matematica a Krdlovi Hradec (fioania),' 
Veronese Giuseppe, dottore in Matematica, corrispondente ddla 
R. Accademia dd Lined e dd R. Istituto Veneto di Sdenze, 
Lettere ed Arti ; prof. ord. di Geometria analitica ed inc. di 
Geometria superiore nella R. University di Padova. — Padava. 



1888, 24 giugno. 



1887, 2 gennajo. 



1887, 2 gennajo. 
18889 II marzo. 



mv ELENCO DQ SOQ. 

DATA DELLA KOIOKA 

1889, 10 febbraja VisalU Pietro, donc>re in Matematica, libero doceme ndk R. Uni^ 

versita di Messina , i>rof. nclla R. Accademia navale di Li- 
vorao. — Livomo. 
1887, 18 (ficenibre. ViTanti Giulio, dottore in Matematica, ingegoere. — Mamiova, 
1887, 4 dicerobre. Volierra Vito, donore in Rsica, corrispondente ddla R. Ac- 
cademia dei Lincei , prof. ord. di Meccanica razionale ncUa 
R. Universita di Pisa. — Pisa» 



SOCI DEFUNTI 
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V HESSIANO DELIA SESTICA BINARIA 



E IL DISCRIMINANTE DELLA FORMA DELL^OTTAVO ORDINE 



Nota II'' del prof. 6. M a i 8 a n 1 in Messina. 



Adaatua dtl lo aovcmbre 1889. 



I risultati della precedente Nota (*) convenientemente si applicano ad 
esprimere il discriminante A della forma deU'ottavo ordine per mezzo 
dei nove invariant! fondamentali. Infatti THessiano della Sestica £ una 
forma deU'ottavo ordine. ^ quale, come sari dimostrato nella 3^ Nota, 
sodis£i a cinque rela^idnb^iipettivamente dei gradi 24, 28, 32, 36 e 40; 
epper6 il suo discriminante, invariante del 14° grado, non pu6 diflfe- 
rire da quello della forma gentrak dello stesso ordine. D'altra parte 
nella Memoria La Sestica binaria a pag. 38 ^ dimostrato che il discri- 
mip^iye dell'Hessiano si scompone nel prodotto del discriminante della 
i^fendamentale per Tinvariante R^jj. Islpn resta dunque che a scri- 

V' .V \; • 




vere Videmiti: ' ' ^'^ 



« ■ • 



«/I + P /I/4 + Y^/< + •• • • = Df. I^i„ (0 

e d'cd^tenninare le 3 1 incognite a, P, Yi • • • > ^opo d'^aver sostituito a. 



■p*i 



OiQucsti RmdicotUi, tomo HI ((889), p. $3*$9. 
Rmd. Circ. Matm.f t. IV^ parte x.^-^tatnpato il 21 dicembre 1889. 
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/,, /j , /^ , ... Tcspressioni della Nota precedente e a Df, R^^ i valori: 

Z),=—2^3.4^ + 2^3.5*^'B + 2^5M*C- 2.3.5^^*5*— 2*.3.5^BC 

(2) 

(3) 

-2\'i'AKAl—2\i'.Al, 

che trovansi alle pagme 32 e 38 della citata Memoria. 

Per6 alia identitii (i) crediamo conveniente sostituirae un'altra, 
dopo d'aver roesso il discriminante A sotto una novella forma, al quale 
intento cominciamo con lo subilire le relazioni fra grinvarianti di una 
forma deU'ottavo ordine con un elemento triplo. 

Assumendo come punti fondamentali Teiemento triplo e il centro 
armonico di esso rispetto ngli altri cinque possiamo dare alia forma 
Tespressione seguentc : 

dalla quale £icilmente deduconsi grinvarianti fondamentali. Si ha in&tti : 

+ 2'(«,«g + 2tf5a>.*J + 2(3a*— a'AjfliK , 

(?*)Y=2*.3<»;fls*!*.— 2<.3.7flX*:x: + 2*(— 2fl;fl, + 3tf,fl;x*' 



l'hessiamo della sestica unaria, etc. 3 

-7=(s*-7«u, + 2. 523 «;«$««)*. *1 



2* 






2^ 



(f *y^=y (2*. 3*.5 fll", + "3 «;0*J + 2'-23tfJflja^*J 



*, 



2* 



— (2*. 5'. 23 tfjfljtf^ + 3*. 5. 7*«Jfl* + 2*. 3. 1733 a; ap*jxj 



+ — —(2'.3, J. 113 a; 0^ — 3.7.11. 103 a; fl5fl* — 2^3^5^a;a* 

+ 2'.7.2209a|flj£i^ + 2.3'-S*-7-<3^J^6^8)^> 
da cui s^e: 



2*.l89 .... 
3 



+^4^«;«;. 



_ 2». 3'. 5 



/, = - 2«. I93«!«5*« + 2*S*«J«, *h=- -^Y^ -^Vt 

, »''3-i57j«j. 2*.3.ii.247^,^, 

r 2*. 1781 - , , 2*. 5*. 17 c 8 5 
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II 



2 35 



-2*.3'.5X«.''.~^-t«; 



•'" 3.5.7 ' *^ 5.7 » 5 « 7 » i 7 



2". 3*. 130J _. , 2*- 3'- 5- 59 ,7 



^I^i^T ^-^-^ "X*? - *'-3- S'- i7«I«sV8- 



Dd valori di /,, /,, /^, / si ottengono linearmente o,0j< o'<i^ 
a! a., o^a, ia funzione d^li stessi iavariand e sosdtuendo nelle espres- 
sioni di /^, /,, /,, /,, /,„ si ha soa'altro: 



3* T T »57 r. . 3*19 n_ 



2*. I I. 17 „ /.,N 

J 17' r.r 531 rrr Hi I» . iillL f » /I — o r?'^ 

•'' ?3\7 ■'»^5 ~ ?:i':7 ''»^'''« ~ 2«.3' ■'' "^ 2'.3*.7' J*j'-°' ^7; 

r '7 r rr ^49 r ri . 59 p r 

Jto 2'. 3. 7 •'*•'''' 5 2\s\s-7 ' '^*-i'7^ 

889i_ , 5081 .>^ . 1M3583 rS_Q /o> 

Si pu6 intanto conchiudere che : 

GV invar ianti di una forma deirottavo or dint con un eknunto triplo 
devono sodisfare alh cinque relaiioni precedenti. 
Ci6 premesso, poichi la condizione 

A = 
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dev'esscre identicamente sodisfatta dalle (4), (5), (6), (7), (8), si pu6 
scrivere, a meno di un fattore numerico, la seguente identiti : 

8891 nj , ;o8l y.,, . II.13S83 ,5 

xa-5^U-^^ + ,4^;:)=i?/.if,H. (9) 

dalla qaale si otteDgono 39 equazioni fra le 19 incognite ^1 > \ > i^i 1 • • - > 
ugtu^liando i coefficicnti dei prodotti B*2)*, i4*2)*,... che trovansinei due 
membri, equazioni che indicheremo risp. coi simboli (B*D*), (^-D*) > • • • 

W queste 39 equazioni vogliamo sccgliere, come piii semplici, le. 
seguenti 2 1 , che dividiamo in tre gruppi : 

I. {E'D"), (A'D'), (A'BD"), (A'D), (DC), (AB'D), (ABCD), 
^A' a D\ (F CD); 

n. (^^ BD), (A' CD), (A^ F D), (A' B' D), (A'BCD), (A' B* CD); 

III. (A''), {BO\ (A'C% (^"C), (^"5), (5^C'). 

Al gruppo I, mediante semplici trasformazioni , si pu6 sostituire 
il seguente , essendo I'equazione (^4* BD*) conseguenza delle (B* D*) 
c(i4*2y): 



6 ^la „io 



S^ + SP, + 3'.3".7- = o, 



I 
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5.175*. -2\3.5.7p, — 2*.3'*.7-.i7 = o, 
3'.j.7.257l*. — 2'.5*.i03v. — 2«.3'.7.ii»Vj + a'.5.i7<r, 

+ 2'. 3- 5- "17', + 2".3".7" = o, 
2'.5.7.ii.i7\ — j'S-y^"?!*. — 2'-3-5'i7^— 2'.3.5.7*. XIV, 
— 2-3-5-7«. + 2'.3*.5-7-"», — 2'*.3".7" = o, 
a'.j.7\iiX— 3.5.7'.ii*X,— 2'.5.7.24i9|t.+2'.5».i3v, 

— 3'.5.7*.ii>,+2'.Si3i».— 2*.3-5-"»,+2'*.3".7'.i8i9=o, 
— 2'.5.7*.iiX.— 2*.5.7'.ii>,+5.7.4i29{t.+2\i97v, 

— 2'.3.S.7*iiv^+2«.5.7.29<r— 2'.3.s.7.ii»,+2",3".7".i777=o, 

— 2'.3.5.7.nX, + S*-7*.i45i|*. — 2*-S'-7\ — 2*.3*.5.7.nV, 
— 2.5.2475ff.~2'.3'.S.ii.i73«, + 2".3"-7"-'249 = o, / 

2'.7*.47\ + 2.3.5.7'-"\ — 3'-7-697J'. + 2'.5.S3v. - 2'.3'.7'.iip^ 
+ 2.5*.3i», + 2\3.5.i9«, — 2".3".7'.79699 = o. 

Ricavando ft,, v,, v,, v^, p,, p,, p,, p^ in fanzione di \, X,, 
(*i I ^1 * 't > ^) ^ sosdtaeddo nel gruppo n si ottengono quattro equa- 
zioni indipendenti, cio&: 

2'.5.7'.ii.29X, — 2'.3.5.7'.ii*X, — 5.7.282431*. + 2'.5».349v, 
+ 2.j.i3*.29<i. + 2'.3'.5.7.ii», + 2'*.3'».7».4007 = o , 

2'.3.5.7'.uX, — S^.f '19V; + 2'.5*-^». + 2.S7-5^3<^. 

+ 2'.3.5.i i.43<r, — 2'*.3".7'.i3423 = 0, 

2.3.J. 11,31V. + S-7-i97<^. + 2'.5.667<r, — 2'*.3"-7'- 1429 = 0, 

3.5.7.111*, — 2.5.ff, + 2'.5ff, + 2^3'°.7" =0, 
delle quali sono consegueoze le due altre. 



n 
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Ricavan4o i valori di \y \ , jx^ , v^ in funzione di ^^^ ^^^ sosti- 
tuendo nel gruppo TH, si ottengono sei equazioni, le quali equivalgono 
alle s^uenti : 

2.3'.s.i03(r,+2*.5.7.iiV3+3*.5.7.iiV^— 2'^3'^7'^IIS949=o, 
2\5'-i 1,29(73 + 3\7V^ + 2.3^5. 7^<T^ - 2*^3'°.5*.7'.25273 = 0, 

— 2.3\s*.7*. 103(75 + 2.5. 1936223a, + 3^-5 V-i3^6 ) ^ 

— 2*^3*V.48o3i269i = 0, 
— 2\3.s. 14093(7, + 2.3\5\7.i03(r^ — 2.3^5^7'(r^ 

— 2".3".7^i 1.509627 = 0, / 

che identicamente sodisfano alia sesta. 

Diciotto delle incognite si esprimono pertanto. in funzione della 
ximanente 9^ nel seguente modo : 

^18-10-7 ,16511-7 

\=^-^. X.=2".3'.s.7'.i7, K=-^-^, ft.=-2-'.3'.S.7', 

« _ji7_„ 2^3l7^ 13747 



3*.i9 , 2«.3'.7*.ii.i25i79 < „ , 



_ 2\3'°.7*.i7.2053 

P.- J , 
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irriducibik A dUtn certo grado a divison di m, i cut coeffidenii dipen^ 
dano unicamenlt da if, per quelle d'nn'altra equa:^iont irriducibile B di 

grado — , I ctii coefficienti dipendano tinicamenit da w (*); 

b) cbe It radri di quest' ultima equa:;Jone sieno lederivate difun^ioni 
algehriche di w (**). 

Che queste condizioni sieno necessarie^ risulta dalla dimostrazione 
esposta a suo luogo; h facile persuaders! die esse sono sufficiently ri- 
facendo a ritroso il cammino ivi seguito. Infatti, detta i({:0 una radice 
deU'equazione A^ E{w) una radice delPequazione £, e indicando con 
F la funzione in versa di E^ I'equazione differenziale proposta h soddi- 

sfatta da: «; = ir(/>(Orf<). 

2. Proponiamoci ora qualche altra questione relativamente alia forma 
che pu6 avere un integrate d'una equazione algebrico-difFerenziale del 
primo ordine. 

Diremo per breviti che piCi trascendenti v, , v, , • • • v^ sono algebri- 
camente indipendenti tra loro, quando fra essi non ha luogo akuna rela- 
zione della forma: 

^(v,» v,> •••» = o f(v,, V,, ... , r,, = 0, 

dove F h simbolo di funzione rnzionale intera. 

Vediamo dnzitutto se I'equazione (i), che considereremo sotto la 
forma pii comoda : 

possa avere un integrate : 

IV — F(v, , vj, (3) 



(*) Noter6 di passaggio, che a) h h condizione necessaria e sufficieme aflinchi 
la (i) abbia un integra!e della fornia w = P[I(t)] dove / ^ un integrale abeliano » 
P una funzione periodica (cio6 la funzione in versa d'un integrale abeliano). 

(**) Un'equazione di til natura/(;f, x) = o pu6 senipre iniaginarsi generata dal* 
reliminadone di y fra le eqaazioni algebriche : 



SULLE EQUAZIONI ALGEBRICO-DIFFERENZIALI 



DEL PRIMO ORDINE ; 



Nota di Qiulio Vivanti, in Mantova. 



Adaiuaza del 24 noTcmbre 1889. 



I. Scopo della presente Nota h di completare il teorema XXI della 
mia Memoria : Sullc fun^ioni definite da un* equa:^ione algebrico-differen- 
:^iale del primo ordine (*) e di espome altri analoghi. 

Al teorema citato sostituisco il seguente : 

Affinchl un' equa:^ione algebrico^ifferenTjak del i"" ordine irridticibik: 

/.K ^{jff + fx^> =o(j^y + . . . + AK = o (I) 

ammella un integrah della forma : 

lu = F(/(0), 

dove F denola una fun^ione algebrica , I un integrah abeliano trdscen- 
dente, i necessario e snfficicnte: 

a) che le sue radici sieno i quoiienti delle radici d'una equa:(ione 



(*) Atttiali di Matematica, serie 2^, t XVI. 

Rind, Ore, Matem., t IV, parte i ,*— Stainpato il 20 geniiajo 1890. 2, 
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sar^ : 

/(u., o=-y.(0/,0^'). 

e sostituendo nella (4): 

ossia: 

Ora il primo membro contiene Li sola variabile :j, mentre il se- 
coado membro c indipcndente da :^; indicando quindi con c una co- 
stante^ saril: 



c per consegucnza ; 






i;, = ct;,, 



sicchi V, , V, non saranno tra loro algebricamcnte indipendcnti, contro 
il supposto. Dunque: 

Un'equa:^ionc algebric(hdifftren:^iak del i" or dint non pub avcrc al- 
cun inUgrak delta forma F (^u^ , v^), dove F e una fun^Jone algebrica 
^ Vj , V, sono due integrali fra loro algcbricamenU indipendenli. 

3. G)nsideriamo un caso piu gcneralc. Abbiasi : 

IV = F(v, «)> 

dove F i una funzione algebrica, t/=/<{/(^)rf^ un integrate abcliano, 
u un'altra funzione trascendentc inJipendente dj v. Da qucsta rciazione 
$i ricavi ; 

u = E{y, w). 
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Derivando si avrh : 

du dE dv dE dtv d£ » >' % , dJE diu 

sicchfe dovri essere identicamente : 

du dE , . ^ dE ^^ ^ 

S^;ue di qui anzitutto, che ^— dovri potersi esprimere algcbri- 

camente mediante t; e :(. Posto r 

du ^f . 

T^ = G(^, 0. 

dove G & siinbolo di funzione algebrica, dovri sussistere I'identid : 

Per trovare la forma della funzione E{y , xv) , basteri integrare 
quest'equazione lineare del primo ordine considerando ;( come una 
costante. Applicando il metodo ordinario d'integrazione^ e ponendo : 

dove le iotegrazioni si intendono eseguite considerando ^ come co* 
stantCy si trova : 



14 GIULIOVIVAMTI. 

4 denotando una funzione arbitral ia, i cui cocflicicDti dipendono da ^. 
Scrivcrcmo quindi per maggior chiarezza: 

e cercheremo di detemiinare <fr in modo che il secondo memhro ricsca 
indipendcnto da :j. Percio dcv'ess^rc identicameme : 



quiodi : 









Ora: 






e poich^^ ponendo : 



si ha: 






d^ 






sari : 



dtt/ dw 






ossia : 



8*9 d^, 3y d^ 

dtt/^ 3a: Bk. 3< 3 log <fr, 3y 31og^, . ^ 



Ma il I** menibro di questa identitii non contienc v, dunque lo 
stesso vfv\ luogo pel 2'' membro; e poicli6 in questo v figura soltanto 
nella combinazione che abbiamo designate con x^ il secondo membro 
dovr^ essere indipendente da x, Cio pu6 accadere in du^ modi. 
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a) Se — ~ — ^ e — ^ - sono indipendcnti da -y. Si trova 
ox d\ 

allora : 

e integrando-: 

f 

quindi : 

£(!,, XV) = i/(v, + ^(O^^^^-^^^ + f^(0. 

n 2^ mcmbro deve contenerc v algebricamenie y quindi in if(t;, :() 
dcve essem un termine eguale c contrario a >.(:5;)^*^('**^0; ma per ci6 6 
necessario che f (u^, i) non contenga u; > ci6 che ^ assurdo in virtd 
delta (6). 

h) Se — -^ — ^ e — ^^ ' non sono indipendenti da x, affinchi 

il secondo membro della (7) sia indipendente da x sark necessario 

che g^ non contenga w. Si avri dunque : 

quindi dalla (7) : 

ax ^ "^ d^ 

e integrando : 

quindi : 

E(y, w) = H(v, + M[i/ - {.(«-)] + ATCO , 

sicchi H(v^ :f) dovri aver la forma P(y) — N(0, e sari : 

fi = E(v, tu) = P(v) + M[v — {x(w)]. 
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DalLi (i) si avra poi : 

1^ = G(v, = F(:) V (0 = F(:)^ , 
da cui : 

c per coQseguenza : 

M[v — fA(u)] = o, 

il cbe e impossibile, pcrche alloni la funzione E(u^ u') non conteircbbc 
ft'. Dunque: 

Un'tquOyione algebrkO'd^eren:^iah del i"* ordine turn pub avert at- 
cun integrule della forma F(y, u\ dove F i una funzione algtbrka , v. 
un integrale abeliano , u una funzione trcscendente algebricamente inJi- 
pendente da v. 

4, Sieno v, , f, , . . . , t^, « trascendcnti fra loro algebricamente 
indipendentiy e requaziooe (a) abbia un integrale della forma : 

«^ = ^(«'.» V,, . .. , i'„ Of (8) 

dove F i funzione algebrica. Do\Ti essere allora identicamente : 
,,^, . , dFdu^^dFdv,. ,dFdv.,dF 

Affinchi questa identitii possa aver luogo , e necessario che le 
1^' j^ , . . . , -^ sieno esprimibili algebricamente mediantet;„i/,...,v,,^, 
cio& che sussistano relazioni della forma : 



77 = ?.(^i » • • • * ^«> Oi • • • >77 = 9-0'. , . • . > ^.> > (9) 

dove ?, 9 ...» 9m denotano funzioni algebriche. Si ha dunque il teorema : 
Se un' equa:(iont algebrico-differeniiak del i** ordine ha un integrale 
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della forma F(v^ i ^a > • • - > v« > 0> ^^^^ ^ efuniione algehrica ev^yV^ ,... v^ 
sono trasctndtnii fra loro algebricamentt indipcndenti ^ qtuste irascendenti 
dwono costituin una solu^iione d' un sisUina di n equaT^ioni algebricO'diffe- 
ren:^iali del primo or dine. 

5 . Resterebbe ora da risolvere il seguente problema : Date le 
equazioni (9), determinare la forma che deve avere Tequazione (2) 
perchi essa abbia un integrale della natura delle (8) , e la fonna che 
deve avere. la (8) stessa. Mi limiter6 per ora ad un caso speciale, quello 
in cui » = 2) le equazio.n (9) hanno la forma : 

# 

(dove A^y B, , A^y jB, sono funzioni algebriche di 7^, e il 2** membro 
della (8) non deve contenere ;;;, sicchi dev'essere: 

w; = F(v,, V,), (11) 

Ponendo per breviti : 

dF_p d'F _^ 

si ha dalle (2), (10), (11): 

equazione che deve essere soddisfatta idenlicamente rispetto alle diverse 
variabili. Derivando prima rispetto a v, , poi rispetto a v, , si ha : 

^F. = F,4 -h A,(v, + S.)F,. + A,(v, + B,)F,, 

^F,= F,A, + AXv, + 5.)F., + A,(y, + B,)F,„ 
da cui eliminando v4 : 

Rend. Circ. MaUm,y t. IV, parte i.^— Stampato il 21 gennajo 1890. 3. 



Ponianx): 

w, + «, t= «, v, + B.asy, if, -it il,r; 

.^dF_e _aF_p _d*/'_p -i^_t 

e I'equazione trovata diveni: 

xqr + (cyq — xp)s — cypt=i{c- i)pq. 

Applicando ad essa il metodo d'integrazione di Monge , si ottiene 
la soluzionc generale: 



fee* 



(-(f))- 



dove <fr, V sono funzioni arbitraric, i cui coeffidenti dipendono dolla 
variabile 7^^ che si 6 considerata come costante durante I'integrazione. 
Per maggior chiarezza scriveremo: 



F=4.(^V(^, ;c).^). 



Le ^, ^ devono detemiinarsi in modo che il secondo membro di 
questa equazione non contenga esplicitamente :;. 

Poniamo per breviti — = 5, >^*(5> = ®5 avrcmo: 
jf = ^ + fi; = A,(y, + B.) + B; = ^.* + B;, ^=A,y+B:, 



SVLLE EQUAQONI AI^^BmCQ-QlfFeafiHZI^ DEL PRIMO OROIKE . I) 

y ^ 

Siccome dev'essere per la (2) identicamente rispettp ad x e ad y : 

e siccome /, -^— e -^^ non contengono )^ , ^ se non nella combina- 
zione che ^bbiaiiK> 4^otata pon (== y V), cosi lo stessp dpvr^ ayec 
luogo per ^. Da ci6 si deduce facilmente osservando I'esprss^onc 

poc'aiat tiwuita per %^ , die tale espressione dovrk avpre la fprma : 



yW[M(\ogy + lo^V) + ATI + Py ^ V" + Q, 

Af, Nj Py Q essendo funzioni delta sola :(. Dal confronto delle due 
cspRssioni <K ^ d ha : 

?V— =ccB;$ — |f (14) 

q=b;(v-5^) (15) 
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Alle (14)^ (15) dovri sostituirsi per ^ = i I'uoica eqaazione: 

(2 = B;^ + B;(^-_r^). 07) 

Integrando U (13) si ha, essenJo x una funzionc di ^: 

quindi : 

/ — \ 

ponendo — . . j = ^ e modificando alquanto il significato di ♦, si 

pu6 anche scrivere: 

.=*(f.<). 

Resta da determinarsi 4» in modo che il secondo membro non con- 
tenga esplicitamente ;;. Distingueremo due casi, quello cioi in cui B^ 
e B^ sono costanti^ e quello in cui una almeno di queste due funzioni 
non si riduce ad una costante. 

a) Se j5, e B^ sono cosranti, che senza danno della generality pes- 
siamo supporre nuUe, avremo : 



=*(f-)- 



ed h &cile vedere, che, affinchi 4» non dipenda esplicitamente da ^^ g deve 
essere una costante (e precisamente un numero razionale, dovendo F 

dipendere algebricamente da v,, v,) e * deve prendere la forma *( r-' j (♦). 

_- 
(•) Ponendo infaiti — ^ = IV^ dovrerao avcre identicamente : 

ma poich^ le i\ , v^ non devono figurare se non nella combinazione Wy sar^ ncces- 

s^riamcnte g^ = o, e per consegucnza anche 3— s= o. 

O7 



SULLE EQUAZIOSI ALGEBRICOOIFFERENZIALI 0£L PRIMO OHDINE. 1 1 

Dopo ci6 si ha dalla (2), ponendo -' = IV: 



ossia indkando con X la funztone inversa di 4 e ponendo gA^ — A^^s^QO: 



K^f = jfT^— ) X(w)K(i). 

Reciprocamente, se /(«;, :() pu6 porsi sotto questa forma, X e If 
denotando naturalmente funzioni algebriche, Tequazione (2) avrfi I'in- 

tegrale w:=z^(—\, dove ^ £ un numero razionale, 4 & la funzione 
inversa di X, e v^, v^ soddis&nno alle equazioni linear! : 

A{:0 essendo una funzione qualunque di ;;. 

h) Se una almeno delle B, , B^^ per esempio B^ , non si riduce 
ad una costante, integrando Tequazione (15) o la (17) si ha: 

V = P$ + Y* (19) 

essendo ^, y funzioni di ^. Dal confronto coUa (18) si ricava y := o, 
qumdi : 

sicchi in 4» non figurerebbe v^^ il che i contro il supposto. Dunque I'e- 
quazione (18) non pu6 sussistere, e la (13) deve assumere una forma 
iUusoria, cioi dev'essere Af =0^ c' =0, r = cost. Se anche B^ non 
ft costante, t c h diverso da i, si ha dalla (14) : 



aa oiuuio vivavti. * 

cssendo i, s funzioni di ;^ e confrontaDdo coila (19) : 

equaztone impossibne come poc'anzi si h detto. Danque se B^ mm t 
costante dcv'esscre c = i. 

laroducoido U (19) mlU (i()» t ncwLmda die Mir^^ c«o^ 

si trova : 






donde -™ = -*- , p = ty essendo ifc una cosunte, c la (19) divicne: 

*' = Y(0(5 + *). 

siccb^ si ha: 

«' = ♦[YCOkf. + By + k(v, + B.)K d. 
ossia modificando alquanto il significato di ^ : 

se 5, non 4 cosunte : «; = ♦(!/,+ 4 v, , ;f), 

se B, 4 costante : w = ♦(tij + 4v, , :(). 

Siccomc poi 4^ 000 deve contenere esplkitameiite ^ sark lofine : 

dove r = I se B^ non i costante. 

Se poQiama v^, + Ai^.s fV , avremo daUa (a)« ricordiuido ^ 

f(w, o=*'(frx«^r'^.(f.+fi.)+K(f.+B.)]=*'(»'X^.»'+i] , 

dove L:=kA^B^ nel caso di B, = o (a cui imaginiamo sempre ridotto 
quello di B, = cost.), eL^^A^{B^ + i B,) se B, non i costante. Ihdi- 
cando ancora con X la funzione inversa di ^, si ha : 



>'(«'' ^=='^t^»^<^> + ^J- 
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Rcci|>rocAMiebte^ se f{fv, pud odttterdi Mtte U forma : 

/(«,, = x^-^c^coxc"') + 1(0] n. • (20) 

Tequazione (2) ha Tintegrale w:=.^(y\ + hv^, dove 4> 4 la funBione 
inversa di X, r & im tiumcro razionale> k una costaitte qualunque, e 
v^ , V, soddisfanno alle equazioni : 

4| = i if (Of. + e(0, ^ =K(Ov, + ^ [1(0 - ce(0] ; 

la funzione arbitraria B(jO che figura in queste equazioni dev'essere 
identicamente nulla se c & diverso da i. 
Qttert^mdo dut dalle (2), (20) si ha : 

si possono enunciare i risultati ottenuti come segue : 

La condi:^iane necessaria e sufficienU affinchi un^equa^ione algtbric<h 

d^ertn:(iak Uncart del primo or dine j- = /(u/, :j) abbia un integrah 

della forma F(y^ , v,), dove F e swibolo difutu^ione algebrica, v, , v, sono 
ittUgrali di fun^^ioni algebrico-differen:^iali lineari del primo ordine, i che 
csista una trasfonnaiione algebrica u/ = 4» ( JV) della variabiU indipen- 
dtmte, la quale Irasformi l'equa:(tone data in un'equaiione algebrico-diffe* 
ren^iale lineare : 

Se Ii(^ s:= o , Vequa^ione data ha infiniti integrali della forma 
u; = 4/ — ' K dove c h un numero ra:(ionaIe^ ^ ^1 » ^s soddisfanno alle 
eqtuuiiom: 
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6(^ defu'iando una fun^ione algebrica arbUraria. St L(:Q nan e idtntica- 
menu ^^ero, Ttqua^ione data ha infiniti inttgrali della forma wz=:^v\ -|- fa; J, 
dove c I un numero ra:^ionak^ k una costante qualunqut^ ^ ^i i ^i ^od- 
disfanno allt equaiioni: 

6 (0 denotando una fun^ione algebrica arbiiraria, cbe i idtnticamente nulla 
se c i diverso da i. 



Mantova, 17 novembre 1889. 



G. ViVAKTI. 



O AfRnchi ci6 sia possibiley deve poter trovarsi una fiinzione a1gd>nca KCd di Xf 

tale che e^^V /(<»• t)» ^^^^ I'integraaone s*intende fatta considerando i come co- 
stante, prenda la forma K(i)X(w)'\'L(:0^ es^endo X, L funzioni algebriche. 



^i 



CONDEIONI PERCHfe UNA FORMA DELL'OTTAVO ORDINE 



ABBIA QUATTRO PUNTI DOPPH. 



Nota di Rosario Alagna, in Palenno. 



AdmiMMa del sa dieembre 1889. 



Nella prcsente Nota mi propongo di trovare le relazioni fra gl'in- 
varianti di una forma deH'ottavo ordine con quattro dementi doppii. — 
Questa ricerca si collega con lo studio dell'involuzione del 5° ordine. 

Siccome una forma qualunque dell'S^ ordine ha 9 invariant! che 
debt>ono sodisfare a 3 relazioni, cost il numero delle relazioni da tro- 
vare sarfi di 7. Seguiremo pertanto il metodo seguente. Considereremo 
la forma dell'8^ online come il quadrato d'uoa forma biquadratica^ ne 
esprimeremo grinvarianti in funzione d^l'invarianti di quest'ultima e 
infine mediante semplici eliminazioni troveremo le relazioni richieste. 

Sia 

/=?* (0 

ove /=«» = *;=...; 9 = aJ = ^J=...; 

essendo a, b , .. .; x, ^ ... simboli equivalent!. 
Ponendo 

Rmd, Grc. Matim,^ u IV, parte 1/ — Stampato il 21 genoajo 1890. 4. 
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i noTe invarianti di / sono, come si sa, cspressi da 

j,=(fnby; j,=(pby; h=(nby; /.•=(?*)*. 

j rHessiano e i due invarianti di 9. 

Dalla (i) per siicc^ve i>olaqK^a^^ ^ oxffffg/oao le fimnule 



4t'^,=:<C<9-.jHX*yy (a) 



^ '3 tJ* ZI*/m,M.\* * -i 



a*y^ = o^;.f-^HlH;ixyy-~iQcyy. (5) 

Per la teoria delle forme hiquadratiche la (2) ci di 

(«if)*flffl: = iiy-.iir (4) 

e parimenti la (3) ci fomisce le altre due relazioni 

Ca|x:olo im covariahti i^ A. g^ m^ n. — DaUft (2) si ba : 

k = (fl «)' (a ^yal < - i (fl H)^ fli. (7) 

Per la (5) intanto 

(apy(fl.yfl*ot:=|i!,/f, (8) 

cosicchi, sostituendo nella (7) i^valori dati dalle (.6) c; (S)^ sji ottiene 
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dalla quale si deduce immediatamettte 

b = ^ItST^ - 8<')H + 12 »-/>j. (II) 

La (3) ci di 

cioi per le (4) e (5) 

«=7^{7«y + 2'.3.5n (in) 



Faceodo la 4^ sovrapposizknte della / suUa k^ si h^ dilH^i), &- 
cendo uso delle ($) e (6) , 



A m.* 



« = i4.r7i;> + 2»'fl]. (IV) 

Similmente dalla (II) in forza delle stesse relazioni si ricava 

n = ^i(isr + 32>)n + (3/- SOifl]. (V) 

Calcolo di P b q. — Dalle (I) e (HI) si deduce 

Per ttovare i valori di (JPtHf e (H*,fy, poniamo 



■ ■ • 



Per lo sviluppo del Gordan si ha 



donde si ricava 

UiU; = Ht^f^pi\^(x^f+pHlhl{^yy^±nxyy. (10) 
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La (lo) ci dd immediatamente 

(/r.?y = -i-[jo;/7+ .>]. (laX 

Sosiituendo nella (9) i valori dati dalle (5), (6), (11), (12) si h 



>i «» 



/' = ^[3.i3«"'/? + 2.I27»''^-2*.3.jV«1. (VI)C 

FaceDdo infine la 4^ sovrappostzione di g sopra b^ si ottiene 
le stesse relazioni (5), (6), (11), (12) 



>a «s 



y = ^tL- 2\i27i^H+ 2\29iV? + 3.7.i9'iyff+ 3.S-7V>]- (VII) 
Calcolo degl'invariamti di /. — Dalla (5) si ricava 

/. = jf '•*. (viii> 

Dalla (m) si ha^ riflettendo che f' =/ e &cendo uso delle (5^ 
c(6) 

/, = j:^, [7.3 1 /. »• + 2'.3'.5./-J. (K) 

La (I) ci dik 

/. = irjy.["3/: - ».3.7V,»1. (X) 

Facendo la 4* sovrapposizione della (T) sopra la (IV) si ha 

/, = ^~^[j.7.i9/J,-3-/.'.a (XI) 

Similmente dalle (I) e (VI) si ricava 

/, = j:^d^'''i-n - 7..i9/J,« + 5.7'rj- (xn) 
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Le (II) e (IV) ci iinno 

■* -3 •> •/ 

Facendo la 4^ sovrapposizione della (II) sopra la (VI) si ottiene 
J»=iri5Wf-3'-'7-i847/i+3*-3-7*.35J7W-My.i73/./;].(XIV) 

^ .^ .5 .7 

Pariineati dalle (IT) e (V) si ha 

■* 'i •) •/ 

le (II) e (VII) ci fomiscono infine 
J"=J^55^3:^3^J248439/J-2•3 7^4328II.^/,»+2•57^2I4393y:/;+2^3^5•7'-^'^•(XVI) 

Eliminando ora la i e la; fra le (VHO, (K), . . . , (XVI) siotten- 
goi3« le reUudoni 

ii3V:-2'.3.7'.ii37r/4 — 2.577,7^+ 2*.3'-7*/J = o (^ 
3.ii3;j — a'.3'.7\^/,-a.5.7'.i9;j; + 2'.3.5.7V,/, = o(B) 

157 JJ + 2\).7\i9JJ, + 2.3.5.7'^ - 2*'3-S-r'Ji = o (Q 

2'.5'.^/,-7.4'9A/, + 2.3.7V,A + 2\3.5.7'J, = o (D) 

^* * *9i/! — 2'.3-7'-35S77J/4 - 2.5.7'. 1737./; — 2*.3*S*.7V, = (£) 

*^ 157^/, - 2.7.3599.^/, - 2*.3*.7*.i9 A/,/4 + 2.3.5.7'.yi - 

-2*.3».5.7'/, = o (i=) 

3*. 1248439^ — 2.s.7'.75792i3^;j + 2\}. $.7*. 432911 J J J^ — 

- 2\}\s.rr,J, - 2'.3'.5*.7V„ = o. (G) 

Le relazioni (if), (B), ... (G) sono quelle* richieste. 
Palermo, 6 dicetnbre 1889. 

^OSARIO AlAGKA. 



SUL GENERE DELI.E CURVE Q NELLE INVOLUZIONl PIANE 

DI CLASSE QUALUNQUE ; 
Nou del prof. V. Mtrtinetti, in Messimu 



AJswwu d«l 5 ftaMJo 1890. 



I . td ilAJi involQ^IOtii; [ihliia (Fortfi^U n e classe v (v > d) il luogo 
delle coppie di punti corrispondenti allineate con un (iiititd fissb t) si 
auole chianaK la curva fi ddpunio O, ed i la cuiVa iscfbogicM di qud 
punto. 

De fl del' vmii ptilli dtt pbxitj fanfian6 una^ me [Q] di CU^e d'or- 
diae 2v -f I, due qualun^e delle quali si s^ano in 2v pnnd (varia- 
bill) estemi^mente ai punti base della rete. 

IiJlMliittno con i^ 2^ ... ^ b i pudti finid^bietid^i detla trasfbr- 
mazione involucoria e siano questi distinli e muldpli riq)eaivamente 
s^eohdb 

p^ le curve della rete oihaloidica cohispondente alle rette del piano, 
e sec^ndo 

per la curva r puiitaggiau uniu dcUa trasformaekme. 
AUora essi sono multipli secondo 
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SK \$ WW^ O.f. Ifi <|uili hanQO: iooltte ii ptimi base sempUct luigli u 
punti b + 1, b + 2y . . . ,.k.^ u uniu isolati della oasfoimaaioiie, %- 

^fjlijBgPf'i f^ iWi P4o4 iond^un^tAlH o, come si suol dire, hannoaltri 
21 pund base semplici 

* + M+ If b + U'+ a, ... , 4 + «+ 2A 

(divisi in 1 coppie di pund corrispondenti) infini^mente vicini a pund 
fondamentaii in dat^ diccfipuL 

Poniamo 9^=1 per i =(A + i), (A + 2) , . . . , (A + « + 2 A). 

Fra i numeri n, v, r, \y 6, oltre alle notoric: relgsaonij (*)l 

esistono Ic altre (^),: 

^«* =5: 4vf + a M + If (i) 



A 



||'',e.==^.— i)(2v+i) (2) 

I^^\=(w — OC'^-^^)- (3) 

Delle quali la (i) dice appunto che le Q si segano in 2v punti 
vadakiliy tM (2) e(3) chp altered alia V cimispondtmo cucve rispet- 
tiBameote ddlo stcss^^ Ofdine. 

. t I . ^ ,■ I , ■ ■ I I > . I i . i i » »* « J.- A. .■■^. >WW. f F M S ■ I ■ ■■!■ ■ 

O ^«^* Cremona, Sulktrufimninafiigaomeiriclieddle'ngiirapii^ Mm. 

O ^«K.C^pQrali, Sulk trMfixmynom univoche pta^e iorQlatofie. RmkU 
1UI0 X. Jcc. dtXU scUnii di Napoli^ 1879, £uc. 9P, od aiicbe Monorie di georoetrU, 
Kipoli, 1888, p. 116-125. 

Bertioi, Riccrche suUe trasformaiioQi untvoche ecc. Ann. di Mai.^ lerie II, 
torn. 8^. 

B c r t i A> , Sopn aknoe ianiMoai pkai^ Xil^ 
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Se esiste la curva punteggiata unita Ted chiama x il numero 
delle sue intersezioni variabiii coUe Q, sari : 



X = (ll-2v)(2v+ i)-±\9,. (4) 



I 

Se non esiste la curva r questa relazione h vera quando si ponga 
x = o. 



2. Se & ^ il f^n^r di una Q arbitraria (la quale non & spezzata (*)) 
dovrik essere (^ 

*5'W-0 = 2v(2v— I) — 2/^, 

e quindi per la (f): 

2;e, = 4v + 2p+i. (5) 



Combinando la (4) coUe ( t) e (2) si trora poi : 

X + «+2A = 2v + 2. (6) 

Si ponga: 

|(«-2v)(«_2v + 3)-i.|;\(X,+ i)=A 

Se i passaggi pei punti base esprimono per le Q condizioni tutte 
indipendend, c h il numero delle condizioni soddis£itte dalle O e non 
consistend in passaggi pei pund base della rete [Q] : Se invece di quelle 
condizioni y sono conseguenza delle altre, le Q soddisferebbeio ad altre 
c + y condizioni lineari di natura di versa. 

Analogamente d^ quando esista la curva r, h la differenza fra il 
numero delle condizioni indipendend necessarie a determinare la r, ed 



(*) Berlin i» Sopra alcune involuzioiii piane, I. c, n° 7. 

O B e r 1 1 a i , Sui sistemi lineari. Rend. diJ R. IstiL Lomhardo, serie II, vol i $. 
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il numero delle condizioDi, indipendenti o no, imposte alia r dai pas- 
saggi pei puntt fondamentali. Se non esiste la r la seconda relazione 
^ soddis£itta da J = o. 

Le relazioni sopra serine, combinate coUe precedent!, diinno : 

p + c = av— I ; (7) 

<: + rf = n — 2v. (8) 

3. Se nella involuzione non esiste la curva punteggiata unita, per 
la qual cosa si deve avere n = 2 v, J = o, sar^ : 

c = o, ^=:2v — I. 
Dunque : 
In ogni involus^iom d'ordine 2 v e classe v le curve Q sono di getiere 

2 V — I. 

4. n numero c non pu6 essere negativo. 

Nel caso n=r2v si h gii visto che £ c = o, quindi supponiamo 
a V < II. Se fosse c < sarebbe per la (8) d == « — 2 v + i e quindi : 

(« — 2v)(n — 2V + 3)— 2j\(\+ i)^2(n — 2V+ i), 
per6 : 

X\(.\ + I )^(«— 2V — l)(ll — 2V + 2). 






k 

I 



Dunque si potrebbe condurre sempre almeno una curva dell'ordine 
(if — 2 V — i) (che 4 necessariamente > o perchi tutte le \ non pos- 
sono esdere nuUe) avente in ogni punto fondamentale la stessa molte- 
plicitj^ della r. Ad una tal curva ne dovrebbe corrispondere una d'ordine 

h 
n(n — 2v — i) — ^ri\^:z — 2v , 

la qual cosa h assurda. 

Si ha adunque in ogni caso 

c^ o. 

Rend. Circ. Matem.f t. IV, parte i.' — Statnpato il 21 gennajo 1890. 5. 
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Dalk (7) si deduce pcrci6-: 

H gtn^t deiU curve O m tma imndui^icfli^ 
ralmente maggiore di zero) I al massimo egualer^ ay-^i. 

Questp limi&e massiinQ h raggiuou) i^aado; a^ cii^MciCurvt |)aii- 
teggiata unita. 

Per la (j) abbiamo poi : 

Qualunque sia la involu^ioru devt essere 



A^^Hy 






4. Ma possiamo trovare anche un Urmme mhnmo pd geoeie p^ 
delle O. 

Supporremo sempre nel segulto che la involuzione sia dotata di 
curva punteggiata unita , poich6 nel caso contrario sappiamo che h 
/) = 2v — I. 

Tutte le curve * d'ordine 2v -f i passanti pei punti base defla 
rete [Q] come vi passano le U stesse, ma non soggette ad altre con- 
dizioni, fomuno un sistema lineare [4] a c + Y + ^ dimensioiUy il 
quale h unito nella involuzione , cioi ogni sua curva ha nd sistema 
medesimo la sua corrispondcnte. 

Si pu6 allora stabilire in [4] una corrispondenza involutoria (hi 
quale potrebbe essere Tidentiti) se chiamiamo in esso corrispoiidenti 
due curve quando si corrispondano nella data involuzione piana. E:p«ft» 
ch& ad ogni sistema lineace di curve ^ corrisponde un siiteroa lineare 
di curve ^ ad egual numero di dimensioni, cosi la coiriiyiendenza sta- 
bilita & un*omografia involutoriaj evidentemente non degcmre. 

5. Se tale omografi^ & 1 'identity, allora le 4 sono tutte unite, due 
qualunque di esss si segano estemamente ai punti base in v coppie di 
puhti corrisponJcnti, e per c + y + i coppie arbitrarie di punti corri- 
spondenti passano infinite di. qu^ste curve , per la qual cosa si AosA 
avere : 

^(^ + Y+ 0^2^. 
e per la (7) ; 

^ ^ V + Y- 
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Le # sono certamente unhe quaado sit A stt), ^perocchi una ^ 
dnrVswie toccata daUa sua <oniqioQdeore ntn puniti uniti iiolati 'd^a 
jQvoluzions e deve esseire acgata da quesu, foori dei pimd bo^e-dcHel^ 
almeno n^i x pund che essa ha in comune colla r, sicchi ogni 4^ 
ha in commie colla sua oonispoadeate akneno 

X^? + tt + *^(av + i)' + 2 — 2d 
ponti; cv Mcg ft emaUt , aAtmque, per ii ±= o ogni 4 6 unita. 



d. Vokndo ooosidcfare fl caso in dm le ewve dd sistema {^] pos- 
MTOO non esscre umce donemo siqqxmre d > o. 

Se roniografia involutoria nello spazio [4f>] non h Tidefttitit if m>to (*) 
che devono esistere in [4] due sistemi lineari [4^,], [4»,] rispettivamente a 

^ + y+x — Iff, iw 



• • !• 



di curve unite, i quali sono gli spaiii fandaMCHUM dtlb omo- 

r>. 

Una cunra * non appartenents n& a [^,] n6 a [4^] non ^tinita 
cd indtvidua colla sua oorriipondente un fascio unito nel quale le curve 
ooflri i popdciiti fbrmano ua'cnvoloEione (non inai parabolica) avsnte per 
deneod doppir ana cucva di [^\] ed una curva di [^J > ^ reciproca- 
meote una curva dl mo dei siitcmi fondamentali don ciascumt dell'al- 
nro individua un fascio unito dt curve non tutte imite. 

Come nuin dal n^ 5^ uda 4^ arbttraria & segata dalla sua corri- 
apoodemey oltre che nd punti base di [^] e fuori della curva r e dei 
pontt until itoiirti m 

2(4- I) 



O yM Bertiniy L«- otBOgrsiAe m^Iutork in uoo spazio iineare ^ qualsivo- 
ift nonieio 4i dkacoskmu M/md. M R* hUi» Lombario^ serie II, vol. 19. 

(^ fWif Segxt r SulU teoria e suUa classiiicaiione deile omagTafre in uno 
iptda Boeagc ad aa tunaeco qualuiu^ di dina^sioaL Jdcm^dtHa^lU 4cc, d$i Uticn\ 
ifrie m, vol 19, n* 7. 
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pund i quali si dividono in 1 — i coppie di pimti corrispondend. &• 
dih una 4 arbitraria, non unita^ condene soitanto 1— x coppie di puna 
coirispondend. AUora il minore dci due numeri 

r + Y + I — HI, m, 

che noi supporremo sia m, non deve superare d — i , perchi, se co^ 
non fosse, per pii!i di A — i coppie di pund corrispondend passereb- 
bero curve di ciascuno dei due sistemi fondamentali, e quindi dei fasci 
di curve in generate non unite, la qual cosa & impossibile. 

Dunque i m^S — i,edm esprime il massimo numeio di coppie 
di pund corrispondend che si possono scegliere arbitrariamente per £uvi 
passare una ^ non unita. 

7. Le Q appartengono ad uno dei sistemi fondamentali della nostra 
omografia involutoria , sia questo [4^J (la dimensione del quale sarii 

^ + Y + ^ — ^'*> oppure w, ma sempre ^ 2): Le curve ♦, non sono 
certamente tutte spezzate. 

Sia 4^, una curva arbitraria del sistema [4 J, questa con ogni 4, 
individua un fascio di curve, le quali hanno nd £iscio stesso le loro 
corrispbndend, senza essere tutte unite. Ma si i gii^ notato che una 
curva ^ sega la sua corrispondente in x pund suUa r e la tocca nei 
pund unid isolad, per la qual cosa la ^, deve essere segata da ogni 
4, in un gruppo di x pund posd su r ed in due pund coincidend in 
ogni punto unito isolato della involuzione. 

Adunque 4^, deve spezzarsi nella T (contata una volta sola) (*) ed 
in una residua curva, semplice o composta, d'ordine 4 V -f- i — n avente 
un puhto doppio in ogni punto unito isolato della involuzione. 

Questa curva residua deve anche contenere tutte le rette unite della 
involuzione. Infatti una qualunque di queste rette & fondamentale (^) 



(*) Veramente si dovrebbe dire « deve speizarsi ndla parte di F segata in punti 
variabili dalle 0, » ma & facile riconoscere che non vi pu6 essere una parte di T non 
segata in punti variabili dalle <l*i , osservando che questa non dovrebbe neppure essere 
segata dalle O, quindi sarebbe un sistema di rette , per le quali non esisterebbe in- 
viluppo di rette principali, ecc. ecc. 

(•♦) Fedi B c r t i n i , Sopra al^uu^ involuzioni piane, 1. c, n<* 6, 



SUL GBNERB DELLE CURVE Q NBIXE IMVOLUZIOMI PIANE, ETC. 37 

nel £iscio di due 4 corrispondentt arbitrarie^ quindi vi i nel fascio una 
curva che la contiene, alia quale non ne pu6 corrispondere una diversa 
(chi altrimenti la retta sarebbe parte iissa delle curve del £iscio) dun* 
que quella curva i unita» ed h necessariamente quella che appartiene 
a [4,1 perocchi le 4^, non sono in generate spezzate. 

Le ^, non conterranno in generate una curva fondamentale, per- 
chi una ^ arbitraria non segheri in generale la sua curva corrispon- 
dente fiiori dei punti base delle Q> sopra una curva fondamentals. Per 
questo e perch6 

5;r,(r — 2\) = («— i)(4v+ I— ») 



tmmt 



si deve condudere che le parti delle ^^ che risultano togliendo la curva 
r hanno (in generale) nei punti fondamentali della trasfbrmazione le 
moltepliciti r^ — 2 \ , e devono passare quindi pei punti fondamentali ^ 
coUe stesse direzioni fisse delle Q. 

Se poi da queste curve togliamo le rette unite otteniamo un si- 
stema Itneare (nel quale vi potri essere per awentura ancora una parte 
fissa) di egual numero di dimension! di [4^,], le curve del quale hanno 
nei punti fondamentali le direzioni (isse delle Q (poichi le rette unite 
non possono usdre dai punti fondamentali con quelle direzioni) e si 
segano due a due al massimo in 2v punti variabili. 

8. Poich& uno dei sistemi fondamentali contiene la rete [Q] il 

numero c + y + i — m (che 4 ^ w) sari almeno uguale a 2. 

Si ha adunque un fascio di curve unite se noi obblighiamo le curve del 
sistema fondamentale o<x+r+i-« ^ passare per c + y — ^ punti arbitrarii: 
Tutte le curve di questo fascio passeranno anche pei punti corrispon- 
dentt a quelli scelti, talch& nella base di esso avremo almeno 2(^+Y — ^) 
piinti distinti dai punti base (delle ^. Ma si h visto che di tali punti 
ve ne sono al massimo 2 v, dunque : 

E poicbi m ^1 — i, sari : 



c + y — X + I ^v 
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t pcf Ja (7) 

Beljiffopc die per ^ =:: c^inci^e c<^ q^dla ttpyatt ^ xx"" { • 

Dunque : U cjurut H di nm Vfvpi^i>9C 4i M^c y^ JOmUA^f^ 
^ di ^tym fi^y !^^^ 4i gouTt non tnmrc a y -r- A. 

9. Ss neU^ iay;QlAiziQoe cbe si coi^si^er^ eaiste m (WHO ibnda« 
mentale i pel quale sia e, = (*) le 2 1 direzioiii fisssc 4dle jcunre & 
sono tutte in questo punco, potchi la Q. (curva isologica di i) i albra 
coniposta della cyrya foncji^aQtale eo.trispoodent^ a4 . < e deUe rette 
unite della involuzione appartenenti al punto i, e n& queste rette, ni 
U 4^^ 9>^rVA fQo4Aii)Pnt4^ pptrfjbbtfr^ pa^sart p^ un oltliO punto fook 
dLfnieqtale c.09 difezioni, che (g^^ero cgmi^ni a tu^t^ j^ 0. 

Se in qu^tsfp ca^ esiscesse il sistema foi>dapient4le [4,], jum curva 
di questo dovrebbc avere nel punto i una moltepUQl^ infedoQ^ di IMU 
unit^ a quella della (), (vedi n'' 7, essendp qui evid^Ptc comf qpq possa 
pr«ien^ar$i il casq sp^iale ch^ b (:(]rv4 fpiiidAment^ik di I faccia pane 
4ell^ ^,) c ci^ nqa ^ po^sjbile , perchi una ^^ coQtepeodo 1« rent 
qaipi?^ la cunra r e4 ufi'aUra curva, avente le stess^ direaiQPi fi^SC ddk 
U, avr^b.b^ appunto in i una a)pUeplii;it& npn inferior<i a quella dcUa 0^ 

Dunque in tal casp il sistema [^] i di ci^rve unite, quipdi (q° s)« 

Quando mil a involu:^ione si ha c^ = 0, almeno per tin punto fan- 
damntaU, le curve U sono di gcnerc non itiferiore a h e U lo^o moUe- 
plicith ttci punii base soddisfano la con^^ione : 

X8,^6v + I. 



. • f Iff I ■ t 



(*) Adattjamo qui e nel seguito le optazioni introd^e dal si^ Eertiii odU 
Nota: a Sopra alcune tnvoluzioni piane », i. c— Allpra Cj e S, sono defiqiti dalle reUikxii 

*u = ^ — ^ + 5i , \ =.r. — V — 5, + 2t, (o ^ 8i ^ V - I , Bj ^ t,^ o). 

I punti fondamentali pei quail e, = o lianno in^eressanti propriety (ddle quali 
noi fareroo use) come si pu6 vedere nel!a mia Memoria : « Sopra alcune trasfixma* 
zi3ni iuvolutorie del pijno ». Ann, di Matem,, serie II, vol. i }, n^ a, ed in quella £ 
Berzolari:« Ricerche sulle trasformazioni, univocbe, piaoe, iayo!vtorit, «$<• b^ ilwL, 
serie II, torn. 16. 
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10. VogHamo ora esaminare piii davvicino i casi A= t, ii=2. 

Se A = I tutte le ^ sono unite. Infatti^ se cosi nbn fosse , esi • 
scerebbe il sistema [^,], anzi questo sarebbe formato da una sola curva- 
(n** 6) la quale non potrebbe cssere composta soltanto daila r e' dalle* 
ccttt unice, p«rehi devc passare per on punto fobdamentale-^coUe dtrc- 
zioni comuni alle Q , e n& la r ni le rctte unite habno'qnestie-dife^ 
zioni. L*altra parte che compone questa 4^, non dovrebbe essere segata 
10 iniiui varkrinli dilUis ^ (n^ 6) , e quindi nbppure dalle O » perci6 
devicbbe eisere composta da rette unite (*) il che & impossibile; 

Si considerino allora tutte le curve W d^oniine 1 v + i aventi net* 
poati base delle Ole medesime molteplicitii delleQ^stesse ma ncn aventi 
oeL porno fondamentale i le due tangenti comuni a tutte le^(srsup<> 
pom , . naturalmente , che quest 'ultimo fatto non sia conseguenza del 

;i per gli^ altri' ptmti br.se ^ nel qual caso per6 avendost y = ^ 
^ > V (n'' 5) che & pn?cisamente la conclusione alia qtialb vo-' 
gfiamo giingeft m: ogai caso). 

Esse formano un sistema lineare [V], c +'Yi + 4 ^^^^ infinrH)* 
(y, ha per. [VJ io stc^BSo significatoche y aveva per [4^] o per*[Q]) 
pci. quale si pn6 ripetere lo stessc ragionanfento &tt6 per [^] ai n^ 4-7, 
Sb ooadtidcc^ che: 
O'.tttttei le'[V) sono unitev' ed altora avendosi: 

^<^* + Y. + 4 — ^^ '^ + 2 
si nova : 

^^v + y..+ i; 

owero non tutte le- W sono * unite e quindi ^Btoii7 in [V] due sistcmi 
(fondamentali) lineari [f^J, [V,] di curve unite ri^pettivamente a 

JimensioQL 



O FiH Bertini, aSopni alcune involiisioii& piane* 1. c, n^ 6. 
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Del sistema [%\] h parte ii sistema [^] che h di curve tutte unite, 
e poich& [VJ e [W^ non devono aver^ alcuna curva in comune, e se 
esistesse una %\ avente in i ie dtrezioni fisse delle O, qucsta saitbbe 
una ^ e quindi una curva di [VJ» cosi il sistema [W^ deve esseredi 
dimensione minore di i (m:=o) dot composto di una sola cuiva non 
avente in i le direzioni comuni alle Q. 

II. Quesu curva W^ h composta della r, ddle rette unite della 
involuzione, e da una curva C, d'ordine /T, uniti, segata in una cop- 
pia di punti corrispondenti variabili da ogni W. 

La C & parte deUa O di un solo punto O. Una retta arbitraria 
per O sega ulteriormente la C in pund che sono comuni a tutte le fi 
dei punti di quella retta, tali intersezioni sono dunque al massimo due, 
anzi sono due, corrispondenti fira loro , se la C non h fondamentale, 
e se la C & fondamentale (corrispondente necessariamente ad O) ve ne 
ha una sola corrispondente ad un punto infinitamente vidno ad O co- 
mune a tutte quelle Q. 

Da questa osservazione s^e che la C pu6 passare al pi6 sem- 
plicemente per ogni punto fondamentale , eccetto per qudlo al quale 
fosse per caso relativa, e che il punto O h(^K — 2)-uplo akneno per la C 

Inoltre la C non pu& passare pii!i che semplicemente per i punti 
uniti bolati della involuzione diversi da O , perchi la Q di uno di qud 
punti y non pu6 contenere la C ed ha nel punto corrispondente un 
punto triplo (*), quindi se C avesse ivi un punto doppio s^hertbbe 
quella U in pid di /ir(2v 4- i) punti, cosa impossibile. 

Per questo, se il punto O £ il punto fondamentale; della involu- 
zione dovremo avere evidentemente : 

^r, + (K-3)ri'^K(n-i)', 
Supponendo che la involuzione non sia di quelled! Jonquil res 



(•) Fed{ Caporali, I. c.,n° 7. 
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(le quail sono tutte note (*) e quelle per cui A = i sono di classe 2 
e per esse i ^=13) dovremo supporre if =3. 

Se poi O non 6 fondamentale deve essere K=:2 ovvero K=i 
perchi la C deve essere unita e non ha punti multipli nci punti fon- 
damentali. 

Qualora sia liT = 3 la C passa (semplicemente) per tulti i punti 
fondamentaliy ed al pifi semplicemente per i punti uniti isolati^ quindi : 

6. ^ 3(2V + l) — 2 

tmml 

e per la (5) (n° 2) 

4^ + 2p — i^3(2v + i) — 2 

/>^v+ I. 

Se if =2, la conica C deve passare per il punto r, perchi la Q, 
(che contiene la curva fondamentale corrispondente ad i , e le rette 
unite appartenenti ad i) deve passare per i con tin ramo di pii'i della 
W^ (i\° 7, non potendo, per if =2, la C essere fondamentale) e sap- 
piamo che la curva fondamentale corrispondente ad i passa per questo 
punto due volte di pi6 della r. Questa osservazione mostra anzi che 
la U, h precisamente composta delle rette unite passanti per i, e della 
curva fondamentale di questo ptmto, per la qual cosa dovrh essere : 

8.=or) 

ed allora 

S, = i 0.=v+ I (**♦). 

La somma delle 0. dei punti esistenti suUa C deve essere (la C 
non essendo spezzata) 2(2v -f- i) — 2, quindi sopra C vi sono, oltre 
ad I, almeno altri quattro punti base delle V, perchi le 6. per 



(*) Fedi Bertini, Sopra alcune involuzioni piane » 1. c. 

(••) Fedi Martinctti, 1. c. n° 2. 

(•••) Fedi Bertini, a Sopra ^alcune involuzioni piane », n° 9. 

Rend, Circ. Matem,^ t. IV, parte i." — Stampato il 21 gennajo 1890. 
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f ^ I sono al massimo eguali a v — i [dovendo essere in ogni caso 

Se alle curve del sistema [^\] imponiamo di passage per doe pund 
arbitrarii di C > otteniamo un sistema lineare di curve a c + Yi + ' 
dimensioni spezzate nella C ed in una curva variahile, umta, d'ordiae 
2v — I, passante pei punti base delle Mc\ che non siano sopra C^ come 
vi passano le ^\ e per quelli situati sopra C, con un ramo di meno 
delle W. 

Due qualunque di queste curve si segano fuori dei pund base ddle 

^' in (2 V — i)' — y Of — p + 2 ^' punti, la 2. ^ssendo estesa ai 

punti base delle H' situati sopra C, e p essendo il numero di questi 

punti. 

Avendosi poi ^' := 2(2 v + i) — 2 , il numero sopra scritto i 

eguale, per la (i), a 2v + 2 — p. 

E poich6 delle curve in parola noi ne possiamo far passare infi- 
nite per c + Y Goppie arbitrarie di punti corrispondenti, cosi sari 

2(^ + Yi):^2^ + 2 — P^2v + 4, 
e quindi ancora 

/>^^ + Yi + I- 
Si conclude: 

Se in una iuvoluiione di classe ^ , le il hanno una sola coppia H 

direiioni fisse^ h necessariamente : 

e quindi anche 

X^i^6v+ I. 



(Continua). 



Messina, 26 dicembre 1889. 



V. Martinetti. 



(*) Vtdi B e r 2 o 1 a r i , I. c, n*' i : le rctte che non sono segate in punti van*'' 
bill dalle O (che cioi sono unite) contcngono un numero dispari di punti base delle O* 
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SISTEMA DI CmCOLI TAliGENTI A TRE CERCHJ DATI, 

IN COOFUJINATE TRILINEARI ; 



Nota del profl F. Caldarera, in Palenno. 



Adatumu del 5 genoajo 1890. 



Dinoto Ay By C i vertici del triangolo fondamentale, ay by ci lati 
rispettivamente opposti, emergendo dal discorso stesso se s'intende dei 
segmenti interposti, ovvero delle rette indefinitamente prolungate , ne 
dinoto con 1 Tarea , con a'y b\ c' le tre altezze insistenti su fl, b, c. 

Le coordinate x y i ii ogni punto saranno prese, per maggiore 
sempliciti, perpendicolari agl'indicati lati, cioi le x ad a^le y a by le :j 
a ^, e coi segni competenti, convenendo di assumerle tutte positive pei 
punti rinchiusi nel triangolo fondamentale , e per gli esterni positive 
se a partire dai lati vanno nello stesso senso che pei punti intern! , 
negative se in verso opposto; alle stesse Xy y, :^ apporremo i medesinii 
indici od apici, che contrassegnano i punti, ai quali si riferiscono, cosi 
ad e. si designeranno ^3^3^, le coordinate del punto P^, e via di iseguito 

Riguardo agli stessi elementi del triangolo fondamentale pongo 



w,= 



a b c 
b a o 
c o a 



e designo w^ , w^ le ausiliarie conseguenti da questa mediante le per- 
mutazioni cicliche successive negli elementi (a be). 
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F. CALDARERA. 



G6 premesso , osscrvo chc presa Tequazione d*un ccrchio ncUa 
forma temaria quadradca 

^ = Ax' + By^+ Csi^+ 2Dxy + 2Ex:(^ + 2Fyi, 

con la quale devono di conseguenza cof sistere le relazioni 

abc = Ab' + Ba' — 2Dab = Ac' + Ca' — 2Eac = B(^ + O' — iFbc, 

se lo stesso sia segato in due punti da una retta u data per Tequazionc 

tt=r/x + w^ + «? = o. 



per lo che bisogna che sia 



(0 



I m n 

1 A D E 
m D B F 
n E F C 



>o, 



si hanno per le coordinate dei punti d'intersezione 



. . — 2nQl 2if J?A 



+ Q 



2(/(2 — wiQA 



in cui 2 := 5 iji ^^5* — RT, essendo 



R=iAn*+ CV — 2Eln, S=Dn'+ Clm — Emn — Fln, 
T=zBn* + Cm' — aF/ww, 8 = Jw — cm, e = c/ — an, 



ff=zam — bl, 

ed 5* — ^ r il valore del deterniinante (i) moltiplicato per «*. 

Per maggiore semplicit.\ suppongo i tre cerchi dati coi centri ai 
vertici del triangolo fondamentale, ossia prendo per detto triangolo quello 
costituito dai centri dei tre cerchi , essendo perci6 a, b, c le distanze 
scambievoli tra essi ceniri ; in corrispettivo li dir6 cerchio (ii) , cer- 
chio (B), ccrchio (C), e dcnoto con a, p, y i relativi raggi. 



StSTEIU DI CACOU TAKGEKTI A TRE CERCHI OATI, ETC 4; 

OcQ questa coadizioDe requazioni dd detd tre cerchi assumono 
fe fonxic spedali 

♦,=5: x'flV + (x» — c*)*y + (a* — b'Vy^ + 2x*abxy + ix^acx^ 

+ I'facxT^ + 2y^bcyi = o ; 

J*^^x^di pei loro assi di similitudine p, ^', />", />'", cioi /> asse di simi- 
^^^ine diretu, e gli altri d 'in versa , di cui p' h quelle che passa pel 
o di similitudine diretta di (B) e (C), p" pel centro di siniilitu- 
^ diretta di {A) e (C), e ^'" passante pel centro di similitudine diretta 
* C-^ ® (^)> s^ hanno I'equazioni 

xax — ^by + y^? = > «^^ + P^^' — Y^^ = ^ > 

e quali h notevole : i^ che allorquando i tre cerchi sono di eguale 

io, Tequazione di p si commuta, come dev'esserlo, nell' equazione 

a retta airinfinito; 2° che dall'equazione di p si passa a quelle di 

p", />'" cangiando a volta a volta i segni di a, p, y. 

^ I vari cerchi tangenti a tre dati, come si sa, si distinguono a cop- 

^^^ in quattro gruppi dipendenti dai menzionati assi di similitudine; in 

^^imo luogo, prendiamo a considerare la coppia dipendente da/>, cioi 

^^stituita dai due cerchi tangenti Tuno esteriormente, e I'altro interior- 

^Xente a tutU e tre i cerchi dati, e per breviii li diremo cerchio (/Q, 



di 
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e cerchio (K'); relativamente ai quali designiamo in genere J^o>'o?o ^^ 
coordinate del centro, r^ il raggio , x.^y^:(^ le coordinate del pun to di 
contatto col cerchio (A), e similmente rispetto a (B)e(Q; ed 6 facile 
rilevare che debbono sussistere le seguenti relazioni 

(7) V — o — o V — -^°— 7 — ^o 



I — 'o I — 'o i "— o 

il segno rh precederi ad r^ secondochi riferiscesi al cerchio (IQ, ov- 
vero a (JT). 

Denotiamo n^ , u^ , m^ le rette, che partenti dal centro radicale dei 
tre cerchi dati , vanno ai poll P, , P, , Pj della retta p relativamente 
al cerchio (^4), al cerchio (S), al cerchio (C), le loro equazioni u,=o, 
«^z=o, Wj = o devono essere verificate rispettivamente dalle (3), (4), 
(5); ora, se noi formiamo quest'equazioni, e nelle due prime facciamo 
le menzionate sostituzioni delle (3), (4), ponendo per breviti 

(6) dj = c* - (a - :i)% dl = F-(x- vy, d\ = a*- (fl -7)', 

(7) k^=(^y,—pyi-(x-^-)d% am,=rw^d'—2ac'di, an^=2ab'd'-w,dl, 

(8) *,=(a-?>i; + (;i-YK, bl,=2bc'd'-u>J], bn,=w,d\^2a'bd'„ 

(9) »o = =tr„. 4^, 
otteniamo le due seguenti 
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Quanto poi alia «== o , posto 
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si presenta nella forma 



(12) 



I ax + m by + w r:( = o; 



«e di s^uito alle (2) prendendo in considerazione 1 punti d'incontro di 
questa retta u^ col cerchio (Q, atteso il rapporto x^ :y^=:x^ :^^, ne 
deriva Tequazione 



(13) 



bR^. ax^ + aQ^. by^z=zo , 



m cm R^y Q^y parimente che 5^ , T^ , sono le quantiti sopr^ desi- 
gnate if, Qy S, Ty riferendole aU'incontro di u^ con (C); perci6 stante 
la (12) e la 0j = o si hanno 



04) 



;i?,=4fl'.'Y'^:(**^r'i;-4^,A'), 



inoltre posto 5* — R^ T =z c' n\ Q] , sicchi 



3 J 



C5) 



(2, = i?,q:f«,",, 



ii ha 



Q! = 



o, a/j, btn^, cn^ 

al,, A, D, E 
bm^, D, By F 

E, F, C 



cn 



3 > 



c riducendo, stante le (i i) ed i valori di ii, B , ... , F presi dalla *3 
risulta 



(i6) 



Q z=^abcyd,d^d /i. 
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Prese in coesistenza le (lo), (13)0011 la fljc^ -f- by^ -f ^\o = 2A, 
si ha un sistema di quattro equazioni lineari in x^^ y^^ \o> ^0 ^^ quali 
risolute, con porre a denominatore comune delle varie incognite. 



(17) 



M= 






forniscono I'espressioni 



X. = 



(18) 



W, + 2^*,, k. 



21 

M 



Q,fyo= 






— R 



?o = 



2{^-m^K-KL. hR 



2A 



(19) a±:f,= 



2(a — p)(w, — n,)*, — m.n^.aQ 



: 2Af. 



La 2^ ha in genere un doppio valore, quindi ne risultano per cia- 
scuna incognita x^y^x^ due valori, per6 dovendosi introdurre nelle (18) 
a pariti^ lo stesso valore di Q^y ne deriva che di esse incognite si banno 
due soli sistemi di valori ; quanto poi alia (19) si h %\\ rilevato che 
il ± precedente ad r^ vale, secondochi trattasi del cerchio {K), o di 
(IT), ed in corrispettivo devesi accoppiare quel valore di 2^, che faccia 
risultare positivo Tun raggio e Taltro; cosi con questo tale valore di 
2j si sapri scegliere il sistema di valori delle x^y^;;^ appartenente alFun 
cerchio^ ed all'altro. 

Le trovate espressioni (18), (19) sembrano trovarsi in difetto, ma- 

nifestandosi nella forma indeterminata — , in alcuni casi particolari , 

come : allorchi a = ^ = y; quando con a'=.b fosse a = P; nei quali 
casi per6 riuscir^ facile con attento esame di fare scomparire tale forma 
d'indeterminazione. Per brevity tralascio di esaminare queste, ed altre 
particolaritii, cui pu6 dar luogo il problema, e fra di esse anche il case 
che i centri dei dati circoli fossero in linea retta, con che sarebbe A=zx>. 
Osscrvo bensi che siccome la determinazione degli altri tre gruppi 
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di cerchi tangenti ad {A), (B), (Q dipende rispettivamente dagli assi 
P'y P"y P"'y ^^^^ hastn per conseguire Tespressioni delle coordinate del 
relativo centro, e del raggio, che nelle formole superiormente date ri- 
spetto a (/if), (IT), si cangino a volta a volta i segni di a, {i, y 



Palermo, 25 dicembre 1889. 



F. Caldarera. 



Ren J. Circ. Mulem.y U IV, pane i*— Stampaio il 23 gennajo 1890. 
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OSSERVAZIONV SULLA NOTA PRECEDENTE; (♦) 
per il prof. M. L. A I b e g g i a n i , in Palermo. 



Admumia del 12 geiiiu}o 1890. 



Muovendo dalle propriety di cui godono le circonferenze tangend 
a tre circonferenze date, propriety suUe quali I'egregioprof. Caldarera 
in parte fonda la sua dimostrazioney e riferendo i punti del piano ad 
un sistema di coordiQate ortogonali qualunque, si perviene ad ottenere 
per le coordinate del centro e per la lunghezza del raggio di una di 
tali circonferenze, espressioni di gran lunga pifi semplici di quelle alle 
quali arriva il suddetto profcssore con rnjuto di un sistema di coor- 
dinate triangolari sia pur questo quello, del resto abbastanza naturale, 
in cui il triangolo formato dai ccntri dclle tre circonferenze date e trian- 
golo di riferimcnto. 

In cio che seg'.:c faro uso tlelle notazioni e dclle equnzioni die 
si irovano nella XV* Lezione della monografia dcrirHesse : a ForJc- 
sungcn aiis der anaiytischc Geometric dcr Gcrcden, dcs PnnL'cs nud des 
Kreises in dcr Ebcnc ». 

Posto 

*.= (^ - "J + (y-'0' -»-.', 

siano 



(*) Sistema di circoli tangenti a tre cerchi daliy in coordinate trilineari; Nota d 
prof, F. Caldarera. (Questi Rendiconti, t. IV; pp. 43-49). 
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le equazioni delle circonferenze date. Supponendo inoltre dl prendere 
in considerazione quella circonferenza rispetto alia quale le circoafe- 
rcnze date restano tangenti estemamente, le coordinate x, y del centro 
di essa soddisfano alia equazione : 

(0 ^(*.-*,) + ''.(*.-*o) + '-.(*o-*.) = 

che & quella della retta la quale passa per il centro radicale delle 
circonferenze date ed & perpendicolare al loro asse di similitudine 
estemo. 

Dette ora r,x',y' Iz lunghezza del raggio della circonferenza cer- 

eata e le coordinate del punto di contatto di essa con la circonferenza 

Mr^ = o, si hanno le relazioni : 



'o 'o 



3) (^-a,y + (y'~t,y-f;=o 

V4; [joj. _ ^^ _ ^^y [,o]* - (r. - rj - 

^ove y. indica ci6 che diventa it. per x =:x\ y =:y e [if] indica la 
Stanza dei centri delle circonferenze (A^), (kj). La (4), come i noto, 
esprime che il punto di contatto cercato i uno dei punti d'inteise- 
zione della circonferenza (k^ con la retta che unisce il centro radicale 
sudetto al polo , rispetto alia circonferenza (k^, dell'asse di similitudine 
estemo. 

Ponendo per brevity : 



[10]' -(r.-rj [20]» - (r,^^VJ > 



la (4) si pa6 soivere 

(5) A^(x> - a,) + B,(y - *J + R,r,= o, 
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la quale combinata con la (3) dk : 



dove 



o ' o 

Dalle (2), tenendo presente la (5), si trova : 

(6) A,{x - O + 5„(y - ij + R,(r + O = o; 

inoltre il centro cercato deve trovarsi sulli retta che unisce il centro 
della circonfercnza (it J col punto di contatto (x\ /), quindi in segiiito 
alia (6), sussiste anche la 

(7) 5„(x-0-^o0'-*o)-^o(r + = o. 

II sistema di equazioni (i), (6), (7) lineari nelle x^ y, r lascia 
determinare in modo semplice tali incognite : il segno di H^ sari evi- 
dentemente quello che rende positivo il valore trovato di r, come per 
la quantity chiamata Q^ dal prof. Caldarera. 

Mutando r^, r,, r^ in — r^, — r, , — r^ si trovano le espressioni 
analoghe relative alia circonferenza rispetto alia quale le circonferenze 
date sono tangenti intemamente : mutando poi opportunamente i segni 
di uno o di due dei raggi r^ , r, , r, ed in conformiti tenendo conto 
di ciascuno degli altri assi di similitudine, si ottengono, in simil modo, 
le espressioni dei raggi e delle coordinate dei centri delle rimanenti 
sei circonferenze. 

Per ultimo si osserva che la forma delle A^y B^^ R^, Ho h 
assai propria per lasciar discutere i diversi casi di possibiliti del 
problema. 

Come si scorge, ni la difEcolti della ricerca, ni la complicazione 
dei calcoli non permisero ni vari Autori che trattarono analiticamentc 
questo problema, di dare le espressioni dei raggi e delle coordinate dei 
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centri delle circonferenze cercate ; soltanto lo scopo al quale essi rai- 

nirono, piu conforme del resto alia natura del problema, fu di scoprire 

per mezzo deiranalisi, quelle particolari proprieti geometriche le quali 

avessero potuto rendeme facile ed elegante la costruzione; raggiunta 

la meta. non si curarono di andare oltre, ritenendo, a buon dritto, ogni 

altra ricerca, intesa a ritrovare le quantiti suddette, un semplice eser- 

CJ2I0 di calcolo, priva d'interesse e come tale oziosa. Basta leggere m 

proposito la Nota del Gergonne (*), il quale, credo, fu il primo ad 

occuparsi della quistione col mezzo delle geometria analitica, per ac- 

corgcrsi dello spirito che la informa; in principio di essa i scritto : 

• • • - . . dans le dessein de venger compl^tcment la gtom^trie ana- 

linque du reproche qu'on ne lui fait que trop souvent de ne pouvoir 

rivalis^r avec la giometrie pure , pour la construction des probl^mes, 

j'essayais de prouver que cette gtometrie analitique, convenablement 

0ianice, oflfrait les solutions les plus direcces , les plus d^gantes et les 

plus Simples de deux problcmes des-long-temps cclcbres , et qui passent 

po^^ difficiles : je veux parler du problimc ou il s'agit de dlcrire tin 

Cit^^ 9^i louche trois cercles donnis et de celui ou il est question de 

ilcf^^^ unt sphere qui touche quatre spheres dowries. 



Palermo, gennaio 1890. 



M. L. Albeggianl 



(*) Gergonne: Rechercl)e du cerch qui en touche trois autres sur un plan, — 
Ana. dc Mat. pures et appliquces, rcdig^es par J. D. G c r g o n n e, t. VH, 1816 ct 181 7. 
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SUR UNE CLASSE DE SURFACES ALGfiBRIQUES ; 
parM. Georges Humbert, i Paris. 



AdanaatA «lel 22 Jiccmbrc 1889. 



Dans une Note ins6r^e aux procis-verbaux des stances du Ore 
MatematicOy tome III (18S9), page 277, nous avons inonci, sans dime 
stration, quelques th6or6mes relatifs i une classe de surfaces alg^briqu 
repr6sent6es par les ^uations: 

(0 p^.=Z^WH^), = 1, 2, h C 

et 8 itant des fonctions thetafuchsiennes holomorphes de genres respcc- 
tifs p et p\ de la premiire famille 6tabHe par M. Poincari. ' 

En particulicr, nous avons fait obser\Tr que le genre de ces sur- 
faces etait egal \ pp\ si, i tout point de la surface, ne correspondait 
qu'un seul systcme de valours de u et de v : la demonstration de ce 
thiorime est fort simple , nous allons la donncr en quelques lignes , 
dans le but d'en dcduire une consequence int6ressante , applicable au 
cas oil la condition pr^cMente n'est pas remplie. 

Nous appcUerons genre d'une surface alg6brique, f(Xy y, ;f) = o, 
le nombre des int6grales doubles lincairement distinctes dc la forme 

(2) ■ ffP(x,y,Od^dy, 

oi P est rationnel , qui ne deviennent infinies en aucun point de la 
surface : ce sont les integrales dites de prcmikrc espicc* 
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Dans le cas des surfaces (i), que la condition cnoncce soit ou 
non satisfaite, toute int^grale du type (2) peut cvidemment se mettre 
sous la fonne 



(3) r r XA{u)B(v) 



^« -4, B, fl, b sent des fonctions thctafuchsiennes holomorphes, telles 
H^^ l^s ordres dc a et b soient respectivement inferleurs de une unit6 

^^ oidres de A et B. 

^our'que I'int^grale (3) soit toujours finie, 11 faut d'abord que Tin- 

^^^l€ simple 



/ 



l<t^)Kv) 



r 



fitr 



finie quand on y considire v comme constant, ce qui exige que 

ression sous le signc/scr6duise A 22F(«)9(z/)d«*, F(«) 6tant une 
lion thetafuchsienne holomorphe d'ordre un; de meme (f(v) doit 
une fonction de mcme nature, et il est clair alors que Tintegrale 




// 




<^*s 



tduit de deux int^grales simples finies, est elle-m6me toujours finie. 
On voit d*ailleurs sans difficult^ que toute intigrale de la forme 
est aussi de la forme (2), pourvu qu'i chaque point de la surface 
ne corresponde qu'un systime de valeurs de u et de v. 
Dans ce cas, le nombre des intigrales (4), lineairement distinctes, 
^btient en combinant chacune des p fonctions thctafuchsiennes holo- 
orphes, F(«), d'ordre un, avec chacune des />' fonctions thfitafuch- 
^^^nnes analogues, 9(v): le nombre cherchi, qui reprfaente le genre 
^^ la surface, est done pp\ 

Si, au contraire, i un point de la surface correspondent plusieurs 
^st^es de valeurs de u et de v, toutes les int6grales (4) ne seront 
pas de la forme (2), et le genre de la surface sera infiSrieur i />/>', i 
%oins que pp^ ne soit nul, auquel cas le genre de la surface est nul 
^galement. 

En particulier, si p est nul, c.-i.-d. si Ton peut tracer sur la sur- 



\ 
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face une s6rie^ simpiement infinie, de courbes uaicursales, le genre c 
6gal i ziro : il est bien entendu que, d'apr& la definition adoptee, 
genre d'une surface ne peut ctre n^gatif. Done : 

Toute surface (i) est de genre pp\ sty a un point de la surface, i 
correspond qu'un systhne de valeurs de u et de Vy c.-i.-d. si par chaqt 
point ne passe qu'une seule des courbes que nous avons appel^es, dai 
la Note pricitie, C ou C; dans le cos contraire, le genre est infiriei 
hpp\ 

Toute surface , sur laquelle on peut tracer une sirie quelcokque 
simplenient infiniey de courbes unicursaleSy est de genre :(iro. 

Pour terminer, nous signalerons une consequence du th&)rime I 
de notre Note des Rendiconti: si chaque surface d'un syst^me 

(5) ^(^i> ^i> ^> ^> ^) = o, 

F ctant entier en x ct X, decoupe sur une surface S une courbe uni- 
cursale, les fonctions B(u) et 0(z;) sont des fonctions entiires de u e 
de Vy dans les Equations (i), et par suite les coordonnies d'un poin 
de S sont fonctions rationnelles de deux paramitres. En particulier, le 
surfaces dont toutes les sections planes sont de genre un appartiennen 
ii cette classe, puisque les plans tangents en tous les points d'une courb< 
unicursale tracee sur une telle surface ont une equation de la fonxn 
(5) , et coupent la surface suivant une courbe unicursale. Mais cetw 
demonstration ne parait pas prouver directement que la surface soil 
reprfaentable point par point sur un plan. Elle est d'ailleurs dc genr< 
z6ro, d'apris ce qui pr^cide. 



Palcrme, dicembrc 1889. 



Georges Humbert. 
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LE UNEE ISOFOTE DELLE RIGATE ALGEBRICHE; 



Nota di G 68 are Burali-Forti, in Torino. 



Adunanza del 26 gennajo 1890. 



i. noto che Tintensitii luminosa i di un elemento di una super- 
ficie — essendo la sorgentc della luce posta a distanza infinita — h 
proporzionale al seno dell' angolo zu che il raggio luminoso / fa con 
queirelemento. I punti (semplicemente infiniti) di una superficie 2 che 
hanno una data illuminazlone /, fomiano la linea isofota di intensid 
i di Zy e questa linea non h altro che la curva di contatto della svi- 
luppabile £', di costante pendenza w = arco sen i rispetto ad / , cir- 
coscritta a 2. 

Mi propongo in questa breve Nota di studiare le prindpali pro- 
priety delle isofote di una rigata algebrica. 

I. Indicheremo con 1^ la sviluppabile di costante pendenza w = arco 
sen I circoscritta alia rigata 2; con y}^ la linea di contatto di 2^ con 2, 
cioi b isofota di intensitii i; con G^ la direttrice all'infinito di I^ e con 
/ la direzione dei raggi luminosi. 

Le Gi formano un fascio di coniche che si toccano nei punti ci- 
clici D, , D^ del piano normale ad /, ed hanno per tangenti nei punti 
D,, D,, It rent G,D,, G,D,. 

Per il punto H airinfinito di una generatrice (ordinaria) g di 2 
possono condursi a G^ due tangenti , rette air infinito di due piani 
uscenti da g che toccano 1 in due punti ^^ e £ di intensity lumi- 
Rfnd. Grc. McUem,^ t. IV, parte i"^— Statnpato il 27 febbrajo 1890. 8 
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nosa f . Le coppie di tangenti condotte da H alle conichc G, , sono 
coppie di raggi di un'involuzione Ic cui rette doppie sono HG^ e la 
tangente in H alia conica G^ che passa per H, Da H non possiamo 
condurre alle coniche G^^ r ^ /, tangenti reali e quindi / i la mas- 
sima (relativa) intensita luminosa che possono avere i punti di g. 
Dunque: 

1. — Le isofoie vj^ di 2 tagliatio ogni sua gentratrict in coppie di 
punti coniugati in un' invclu:;^ione I^ che ha per punti doppiy il punto di 
minima {assoluta — indicc :;^ero) e il punto di massima (^relativa) inten- 
sita luminosa delta gcneratricc che si considera (*). 

Sieno i, i\ i"', gl' indici della massima (relativa) intensiti lumi- 
nosa di tre generatrici (ordinarie), g^ ^, g^ infinitamente vicine. I tre 
nuraeri i, i', i'', sono evidentemcnte diseguali , e quindi uno di essi, 
p.e. i', h compreso fra gli altri due /, i" e conseguentemente il punto 
di H airinfinito di g, p.e. sari estemo alia conica G,/ e il punto H" 
intemo; allora in g sono reali i punti di intensiti luminosa f e imma- 
ginari in g". Dunque : 

n. — Se in una generatrice g di 2 // punto P di massima (relativa) 
intensitb luminosa e di indice i la -f^. e tangente in P alia generatrice g. 

2. Supponiamo che la rigata 2 sia deH'ordine n e del genere p. La 
sua direttrice p airinfinito h di ordine n e classe i =z 2(11 + p — i). 
Ape alia conica G^ possiamo condurre 2 k tangenti comuni; la ti^ ha 
dunque 2 k punti airinfinito, cio^ h di ordine ik, 

Se in TQ. vi i un punto doppio esso deve esser doppio per Tin- 
voluzione Ig della generatrice g che passa per esso, quando per6 tale 
involuzione non sia degenere. Se I^ non fe degenere uno dei suoi 
punti doppi appartiene ad tj^ e nell'altro h tangente la ». essendo 1 l*in- 
dice di massima intensiti luminosa di g; nelle generatrici ordinarie di 



O Questo teorema d^ il modo di costruire le ri, di 2 (per un detemiinato si- 
sterna di valori di /) qualunque sia il sistema di rappresentazione di cui si la uso. 
Per ci6 che riguarda la costruzione dei coni circolari aventi G^ per direttrici si vegga 
Fiedler « Geometria descritllva » per la proiezione centrale e sistema M o n g e : 
T e s s a r i a Teoria detle ombre e del chiaro scuro » per la sola rappresentazione 
Monge. 
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2 dunque la */)■ non ha punti doppi. In ogoi generatrice singolare di 2 
rinvoluzione I^ h degenere e per ogni cuspide passano con due rami 
tutte Ic yj^. Le vj . hanno dunque un punto doppio in ogni cuspide di 2, 
Dalla nota relazione (*) che lega Tordine e il genere di una curva 
della rigata con Tordine e il genere della rigata stessa , osservando 
che 2(n + 2p — 2) sono le cuspidi di 2 (**) e quindi 2(fi + 2p — 2) 
i punti doppi di tq^, avremo per il genere ^ di tq^ 

^7 = « -f- 2/> — I. 

Una curva che inconiri h volte ogni generatrice di 2 e sia di 
genere?: ha 2(77 — i) — 2h(^p — r) (***) generatrici tangenti e quindi 
esistono 2 n generatrici di 2 tangenti a y)^. (Ci6 poteva dedursi anche 
osservando che G^ taglia p in 2n punti; ne risulta come caso parti- 
colare il numero dei punti cuspidal! di 2). 

Le rette che da G^ vanno ai punti ciclici D, , D^ del piano nor- 
male ad /, sono rette aU'infmito di 2n piani tangenti a 2 in 2 « punti 
immaginari, nei quali, evidentemente, si toccano tutte le tj.. 

Dunque : 

in. — La fii e delVordine ^{n+p — i) e del genere n + 2p — i (****)> 
h tangenle a 2n generatrici e tangenic a iuife le altre r\ in 2 n punti fissi 
immaginari nei qtiali il piano tangente alia rigata h parallelo ad I e 
passa per nno dei punti ciclici del piano normale ad I; ha infint un 
punto doppio in ciascuno dei 2(n + 2 p — 2) punti cuspidali di 2 . 

La 7)^ fe di ordine k =z 2(n + p — i) poichi da G^ non possono 



(*) C. S e g^r e : « Intorno alia geometria su di una rigata algebrica », Rendiconti 
R. Accadetnia Lincei 1887 — Oppure : a Recherches ghUrales snr Its courbes et le 
surfaces rigUes algibriques », Mathematische Annalen, B. XXXII. 

(••) Questo numero mi fu gentilmente comunicato dal cli.«o prof. C. S e g r e. Si 
pu6 determinare in modo assai seinplicc osservando che Je curve di contatto con 2 
di due coni di vertici F c f^ (non situati in 2) circoscritti a 2, si tagliano in 2ib -^n 
punti, e poich6 per la retta FVf non si possono condurre a 2 che n piani tangenti 
2k — 211 = 2(» + 2^ — 2) 6 il numero delle cuspidi di 2. 

(**•) Z c u t h e n , Math. Annalen, III, p. i $2. 

(****) La r^i non pu6 dunque esscre di genere zero. 
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condursi a p che k tangenti. Essa incontra una sol volta ogni gene- 
ratrice di 2 e passa semplicemente per i 2(n -{- p — 2) punti cuspi- 

dali di 2; incontra ogni yj, (i ^ o) in 2 w punti (*), oltre i 2(n + 2p — 2) 

punti cuspidali, i quali punti sono evidentemenle quelli nci quali tutte 
le Y}j si toccano. 

I punti di massima assoluta (indice i) intensiti luniinosa sono n 
e giacciono in quelle generatrici che hanno il puuto airintinito sulla 
retta G,. 

3. La direttrice G, airinfinito di 2. h multipla secondo n per 2,, 
e quindi per la classe N di 2, abbiamo 

Ar= 2«. 

Nel piano all'infinito vi sono 2 k generatrici di 2,, cioi le tan- 
genti comuni a G, e a p; quindi per ilrango R di 2. abbiamo 

R — 2(ft + k), 

Essendo n + 2p — i =/>-[--*- i il genere di 2. (i^o) inuUo 

il numero dei piani stazionari di 2^, quindi per I'ordine dello spigolo 
di regresso di 2^ abbiamo 

M=6k 
e quindi to, non puo mai coincidere con un'asintotica di 2. 

4. Indichiamo con <7 la linea e con 2^ la sviluppabile di stringi- 
mento di 2; con p'^ la curva airinfinito di 2^, e con p' la polare rc- 
ciproca della curva airinfinito p di 2 rispctto alia conica assoluta. I 
punti delle due curve sono in corrispondenza (i, i) ed 6 pure noto 



(*) t not) c'jc due curve Ji 2 di ordini v c v' che iucontrino /; e //' volte ogni 
gcncrairicc di 2 hinno v// -|-v'/; — /;/;// pumi comuni. 
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che essendo p deH'ordine n c delLi cl.isse k\ p' 6 deH'ordine k e della 
classe w; T inviluppo p'' dcUe rette che congiungono Ip coppic cor- 
rispondenti di p e p' h della classe n + A' (*). 

Affinchi la linca di stringimento <7 di IS coincida con una delle 
Tii i necessario e sufBciente che p" coincida con G^, si dovri quindi 
avere n + k=i in. Dunqiie : 

IV. — Le sole quadriche rigate possono avert la linea di stringimento 
coincidente con una delle linee isofote, Se la 7)^ coincide con q, 2^ c un 
cilindro le cui general rici sono par allele ai raggi luminosi. 

Da Gq possono condursi n -\- k tangenti a p"; p'' e G^ ammet- 
tono 2(n + A') tangenti comuni. Dunque: 

V. — La Y), taglia la linea di slrivgiviento (fuori dei punti cuspidalt) 
in 2(n -\- Ji) punti, e taglia la y)^ in n -{- k punti. 

La linea di stringimento «t incontra una sol volta ogni generatricc di 
2 e passa sempliccmente per i 2(k — «) punti cuspidali di 2. AUora 
se Jc 6 Tordine di cr dovremo avero : 

2X + 2 k — 2W — 4(Jt — fl) = 2 (n + A) 

da cui X =z 2k; cio6 e ^(n -{- p — i) Tordine della linea di stringi- 
mento di una rigata di ordine n e genere p (**). 

5. £ noto che delle coniche G, ne esistono 2(2«+/' — i)=zjt-f 2« 



(•) 6 noto che se tra i punti di d le curve Y ^ T' ^^ ordini « e «' si stabilisce 
una corrispondenza (^, /;'), la classe de'l'inviluppo delle rctte che conj^iungono le coppie 
di punti corrispondenti di y e y' ii nhf -\- n'b. 

(•*) In generale. Se y ^ una linea scmplice) di 2 di ordine v che incontra /; 
vjlte ogni generatrice ed ha ;in punto r-p!o (ordinario) in ciascuno dei punti cu* 
spidali di 2 senza averc altri punti doppi , 6 facile vedere che per la classe N della 
sviluppabile 2^ circoscritta a 2 lungo y si hi 

V = V 4- (/; — 2 r)(w + 2y> — 2) 
c pv-r il rango /?, csscndo a il numcro dei pi mi sta/.ionari di 2.^ , e t: il gcncre di y 

/? = 2[z — I -|- V + (/; - 2r)(n -\~ 2/> - 2)j- a. 

Da queste formule si ottengono di nuovo i risultati del § 51. 
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tangenti a p (*). Di questi k + in contatti, n sono compresi e as* 
sorbiti dalle n intersezioni dcUa retta doppia G^ con p. Dunque : 

VI. — Esistono k -\- n generatrici di ^ che hanno il piinto di massima 
(rdativd) intensitb luminosa airinfinito. 

Indichiamo con ^ la curva luogo dei punti di massima intensid 
luminosa delle generatrici di 2. Questa curva 5 passa semplicemente 
per 1 2(A — «) punti cuspidali di 2 , taglia una sol volta ogni gene- 
ratrice di 2 ed fe di ordine ft + «. Essa ha dunque comuni con ti^, 
fiiori dei punti cuspidali, 4^ punti. Esistendo solo m generatrici di S 
che hanno il punto di massima intensity luminosa di indice /, le rima- 
nenti 2 n intersezioni devono essere assorbite nei 2 n punti fissi imma- 
ginari nei quali si toccano tutte le -a-, Dunque : 

Vn. — La curva $, di ordine it + «, luogo dei punti di massima inten- 
sitb luminosa^ passa per i 2n punti fissi immaginari nei quali si toccano le 
TQj ed incontra ogni vj- in altri 2 n punti nei quali sono tangenti a vj, le 
generatrici che passano per essi. La $ contiene inollre gli n punti di mas- 
sima (^assoluta) illumina:(ione di 2. 

Li $ ha, fuori dei punti cuspidali , 2 n punti comuni con n^ e 
questi sono i in punti iissi nei quali si toccano le fi-. 

La $ ha, fuori dei punti cuspidali , 2 « + ft punti comuni con 
la linea di stringimento e quindi esistono in + k generatrici di 2 
che hanno il punto di massima (relativa) luce nella linea di stringi- 
mento (**). 



Torino, ottobre 1889. 



Cesare Burali-Forti. 



(*) C 1 e b s c h, Lemons sur la GiomHrie^ t. 2°, pag. 94. 

(**) Da ci6 pu6 dedursi in particolare che esistono 2 n'\-h punti P di p, per ognuno 
dei quali una delle n -^-k tangenti che possono esser condotte a p" ^ tangente alia 
conica G^ che passa per P. 
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ESTRATTI DAI VERBALI. 

[Fedi tomo III, pag. 273 e retro]. 



Per le pobblieazkmi perio^ebe e non periodicbe riccTOte ia dono o in Mmbio dei Readicottti 
c prcMBttte nclle vari* AJaiunse, T«gga«i U Stconda Parte : BihliotMi Mattmalica. 



ADUNANZA STRAORD. DEL 5 GENNAJO 1890 (Presidcnza F. C a 1 d a r e r a). 
Gorrispondeiisa. — La Societi^ Matematica di Amburgo, nel festeggiare il 200^ 
aoniversario della sua fondazione invia la prima parte della Storia della Societi me- 
dal 1690 al 1890. Tl Circolo delibera di ringraziare la detta Societal e di man- 
ad essa Id dono i volumi dei RencUconli gii pubblicati. 
ilmmlasioiie di naovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Giorgio Floridia (Palermo), proposto dai soci Capit6 ed Albeggiani (M. L)f 
^ ^«tto socio residenU, 

Beadone deU'Uincio di Presidensa pel biennio 1890-1891.- Ai sensi 
^cg li arttcoll 14 e i $ dello Statute si procede alia votazione, a scrutinio segreto, del- 
I'iz^rero Uffido di Presidenza, con unica scheda. Votanti 13, maggioranza 7. Si hanno 
> s^r^^aenti voti : 

Per Presidente: Albeggiani (G.) 12, Caldarera i. 
Per Vice Presidente: Caldarera 9, Guccia 2, Giudice i, Venturi i. 
Per Segretar!: Albeggiani (M. L.) 12, Guccia 10, Gebbia 4. 
Per Vice Segretar!: D'Arone 10, Pepoli 9, Certo i, Mastricchi i. 
Per Tesoriere: Porcelli 11. 

Per Bibliotecarf : Morisani 12, Bontade 9, Certo 3, Pepoli i. 
Rimangono eletti : G. Albeggiani, presidente; Caldarera, vice presidente; 
L. Albeggiani e Guccia, segretari; D'A rone e Pepoli, vice segretar!; 
rcelli, tesoriere; Morisani e Bontade, bibliotecar!. 
Memorie e CSomanicazioni. 

MARTINETTI : Sul genere deJh curve O nelle involuiioni plane di classe qualunque, 
GEBBIA : Su certe funs^ioni poUn:^idli di masse diffuse in tuUo lo spa^io infinUo, 
CALDARERA : Sistema di circoU langenti a tre cerchi dati, in coordinate trilineari. 
ALBEGGIANI (M. L.) Si riserva nella prossinia adunanza di prendere la parola 
1U comunicazione precedente del socio Caldarera. 



ADUNANZA DEL 12 GENNAJO 1890 (Presidenza A. Venturi). 
Caorriflpondensa. — II Nova Scotian Institute of Natural Science chiede il re- 
olare cambio dei Rendiconii del Circolo coi propri Proceedings e Transactions, II Gr- 
^^0 accetta. 

ASkri interni. — Su proposta deirUfficio di Presidenza , il Grcolo delibera 

^he : c in via eccezionale, sino al 31 dicembre 1890, ogni socio che volesse comple- 

% tare la propria collezione dei Rendiconti potrii farlo , una sola volta c pel volumi 
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« pubblicati prima dcllt sua amniissione, al prezzo di Lire 6 cadauno, franco (fi ] 
« net Regno e in tutti gli stjti dell'Unione generale postale ». 

Ammissione di naoTi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il dott. ^ 
cenzo Reina (Roma), proposto dai soct Pittarelli e Gerbaldi, h eletto socio 
residenU, 

Memocie e Comnnicumiotii. 

ALBEGGIANI (M. L.) : Osserva^ioni sofra la Cotnunicaiume fatta M sodo < 
darera mlla adunanxa preceJente. 

GEBBIA : Sa cerU fun^ioni poUniiali di misu difuu in tutio h sfid^io it{ 
(Continuazione). 

GIUDICE I Dae teoremi suUe serie a termini positivi, 

II Teorema che Cauchy ha dito sulle serie a terniini positivi, a pag. i) 
suo Cours d* Analyse y t conteauto in questi: 

Tbokema I. -> 5< 

^ nna serie convergenie a termini positivi mm mai crescmUi e 

Km K^ Km • • • 

h una successione di interi oritmeHci soddisfacetUi^ quaiunque sia m, la 

dove X i numero daio, i convergetUe anche la serie 

*i «*i + *a «»i + *3«*3 + • • • 
Infatti, dalla precedente relazione si ricava 

Teorema II. — Se 

«i + «a + "j + • . . 

i una serie dwergente a termini positivi nan mai crescenti e 

»l K^ Km » • • 

i una successione di interi aritmetici soddisfaunti, quaiunque sia m, la 
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(fc i mumiro dah, cht si pud supporn minore di i, h diver ginU ancU la serie 

lofiitt], dalla precedente rdazione si ricava 






OssEHVAZiONE.—Si rkonosce facilmente che non basta chc sii sempre ^tn''^m-k-i<^ 
la prima proposizione, uh che sia sempre h^ : k„^^ > o per la seconda, perchd, 
f3. es., roentre 6 convergente 



^ divergente 



' 1.2 ' 2.3 ' 3.4 

^ 1.2 ' ^ 2.3 ' 3.4 



« mentre ^ divergente 

f f T 



2. log 2 ' 3-l^g3 ' 4.1og4 
^ convergente 

^Ti^ + ^*'2».l0g2» +• • • +^^'"^- 2(»").l0g2(»«) ■*■• • ' 

GERBALDI : 5iii pufUi sestaiici delle curve algebriche plane, 

n C a y 1 e y , che primo richiamb Tatteiizione dci georaetri su quei notevoli punti 

delle curve plane, nei quali una conica ha un contatto di quint'ordine, e che lui chiam6 

Pimii sesiaiici , trov6 (*) che il loro mimero in una curva algebrici di grade m ge- 

Aerale ^ m (12 111—27), e che, se la curva ha punti doppi, ognuno di questi diminui- 

^ce quel numero di 24. 

L'abbassamento che subisce il numero dei punti sestatici , quando la curva ^ 

<iotata di singolaritli qualunque, fu poi dato dall'H a I p h e n (**); parmi tutuvia in- 

^^ressante comonicare una semplice osservazione , mediantc la quale si calcola I'ab- 

^^ussamento dovuto ai punti doppi e alle cuspidi, facendo uso solunto delle formole 

^:ii Plflcker. 

Siano per la cnrva : m Pordioe^ n k dassc, S il numero dei punti doppi , t il 
^^riumero deUe langenti doppie, x il numero delle cuspidi, c il numero delle tangenti 
^'inflessione, s il numero dei punti sestatici , x ed ^^ gli abbassamenti nel numero s 
^cr an ponto doppio e per una cuspide; si avrii 

s = m(i2tn — 27) — x8 — yx. 



C) 'ML Tmaisit^ iS6s. — CmpUs rtudms, 18M. 
(**) JML it h S0€. Math. 49 Frmtet, 1876, t. IV. 

Rendm Grc. Matem,, t. IV, parte i.^— Stampato il 15 marzo 1890. 
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L'osservazioDC di cui ci gioviamo per il calcolo dk x td y t che, te deDa curva 
proposu si prende la reciproca, i punti sestiftttci deU'uaa corrispoadono ai panti sestatid 

delPaltra; laonde si avrii ancora « 

s = if(i2»i — 27) — XT — yi. 

Quindi concludianio Tequazione 

m{i2m — 27) — x5 — jrx = »(l2>i — 27) — XT — ^t , 

I J quale, quando si sostituiscano ad n, x, i le loro espressiona per itieuo di m, Z, x, 
deve essere identicameme verificata qualunque siano m, S, x; quindi fiitta Paocennata 
sostituzione si deducono fra x e y piCi equaztoni coesistend, che danno x=24, ^^=27. 
Si gi-jnge piCi spediumcnte al risuluto partendo dille due note relazioni 

^m(rti -[- 3) — 3 — 2x = -i.fi(w -}- 3) — T — 21 

jim — i)(iii — 2) — — x= j(«— l)(il — 2) — T — t, 

donde, moltipiicando la prima per 3 c la seconJa per 2X e sonimando, si deduce 
m(i2 w — 27) — 240 — 27X = ii(i2» — 27) — 24T — 271 

e di qui si vede subito che si ha x = 24, jr = 27. 

La forniola data da H a I p h e n per il cjso delle singolaritit ordioarie t 

I2«— i5m4-9Jt= 12 m — xS»-{-9( 
c coincide co!!a precedente, se ad n e t si sostituiscono le loro espressioni per mezzo 

di tfly 3, X. 



ADUNANZA DEL 26 GENNAJO 1890 (Presidenza G. B. Gucci a). 
Memorie e Gomanicasioni. 

BURALI-FORTI : Le h'nee isofote delle rigaU aJgebricbe, 

BURALl-FORTI : Soffra il sistema di quadriebe che hanuo Tn^pla poJare comune, 

C ASTELNUOVO : Sulle superficie algebricbe le ctti se^onipitme sono cmv$ iperdKtticbe. 

HUMBERT: Sur utie demonstration inexaete du thiorimede Fermat pMUedans 
U tome XXVII du 9 Giornale di Matematiche » . 

HUMBERT : Sur un prohUme de contact de M, dejonqui^res. 

VI\''ANTI: Sbpra akune Comumcajioni del Prof, F. Gin dice, [Mantova , to 
genua jo 1890]. 

Secondo i concetti deU'analisi modema , una funzione di una variabOe retle in 
un intervallo a h nnn k che un insieme di valori che corrisponde univocamente alTin- 
sieme del valori reali compresi fra a t b, Non si capisce quindi come possa chie- 
dersi (cio che ft il prof. Giudice nei Rendtconii, 1888, p. 188), te sitno € possH 
« bili due funzioni aventi sempre valore eguale in un intervaUo nel quale noii sono 
« sempre identiche ». Due funzioni che htnoo valore eguale in tutti i ponti d'un fn* 
tervallo non costituiscono in quell'intervalio che tma sola ed umca fmt^ume. 
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Ci6 mi sembra tanto evidente, che non avrei neppur creduto necessario parlarne^ 
se non trovassi nell'iiltiroo £ucicolo, ieri ricevuto, dei Rtndiconti (1889, p. 273) una 
tiaggMk ddlo stcsso prof. Gi udice slla sua questione e, ci6 che k piii, una rispo- 
sta afiermativa. 

Per sen^lidU prendo a considerare un caso particolarissimo dell'esempio da lui 
proposto. Sieno/(jc), ^(x) due funzioni dite nell'intervallo ah, t sia /(r) continua 
in tutto rintervallo , ^ (x) = /(x) dappertutto fuorch^ in un punto intemo c in cui 
f (x) = Cjdf(c). Le funzioni : 

(j(?c)dx = Fix) , (\{x)dx = <H^) 

hanno notoriamente egual valore in tutd i punti dell'intervallo a b, nu esse non sono 
identiche, pttchh nel punto c la derivau di F(x) ha il valore f(c) e quella di <I» (x> 
zson e«ste. Non so davvero come si possa concepire che due (!) funzioni aventi egual 
^valore in totti i punti non abbiano egual derivata; ci6 porterebbe per conseguenza che 
insieme aUc eguaglianzc *(jc) = F(x), 4^(x + b)=z F(x + A) dovrebbe sussistere la 
c^isegoaglianza 



Ma per sufFragare la mia tesi cvidentissima con un voto assai autorevo!e, riporto 
alctine linee del Dini (Fondamenti, % 192) : 

«... VmiegTz\ef'f(x)dx considerato come funzione del suo limite superiore x„, 

« h tale altresl che nei punti ove f(x) b continua esso ammette sempre una derivata 
« ordinaria (inha e determinata che h appunto /(x), e una particoUrit^ simile si ha 
« anche nei punti ove f(x) ha di quelle discontinuitii che possono togliersi mutando 
« il valore ddla funzione, colla sola differenza che in questi punti il valore della de- 
« rivati anzich^ essere eguale al valore della funzione 6 uguile al valore /(x -p o) 
« /(x — o) che dovrebbe darsi a /(x) per ristabilire la continuity ». Sicch^ ncl punto 
c la dedvata di F(x) 6 f(c) , e la derivata di 4>(x) e <p(c + o) o tP(^ — o) , ossia 
f(e + 0)0 f(c — o), ossia ancora f(c). 

GIUDICE : Risposta al prof. Vivanii. 

Si diUiDO infinitesimi ed infiniti di ordine indniumente piccolo relativamente ad 
altri e sarebbe sconveniente , non rigoroso , dirli di ordine nuUo. Se per probability 
cbe le parti d'un segmento diviso arbitrariamente in un numero prefissato di parti si 
inteode il limite della probabilitii che tali condizioni siano soddisfatte quando le parti 
(M)bano avere una massima comune misura, coirimptcdolire di questa indefmitamentey 
si ha che : La probability che le tre parti in cui un segmento d diviso da due suoi 
punti fissati arbitrariamente siano diseguali e tutte minori della metii del segmento 
i j; la probability che siano diseguali ed una superi la roet4 del segmento h. -^ ; 

ma non mi par giusto dire che u!i probabilitii siano esattamente -^ e -^ : le pro- 
bability che almeno due parti siano eguali tra loro o che una sia metd del segmento 
sono indnitamente ptccole, costanti , in confronto delle precedenti ma perfcttamente 



€8 ESTRATn DAI VEUAU. 

paragonabili tra loro; U peouhiiiu probibiliti t doppit del'iiltiou (*)• Del rtsto qoando 
10 ho accennato alia distkucione tra fuoziom eguali e fiuiaont Mmtirhr C*) ^ si>** 
nmo inmili minuziose dicfaiaraiioni peidifc non b puoto nnofa Fidea deWniiiiiuvMne 
piccolo cosunte. « Also existiri das UmndUMleine wirkJicb » (***) ii quale jp yni D coPr 
duce a distinguere i valori eguali dai valori identici f Zsvii mdlkh$ Gr^sm » dgnm 
UnUrschiei unendlidf kinn ist, stud emamd$r gltUb » (^). Llnfiakaiiieiiie picoob 00> 
stante pu6 esser acoect Jto per convenienaa o resptnto per comedo^ ma ove fase ac- 
cetuio, il che richiedcrcbbe certo ancora uqo studo accurate e fone diflkOe. tie i^ 
guirebbe naturatmente che; se f(x) h fuozione continua identica a f (x) in tuiti iponti 
d'un intervallo fuorcli^ nel punto c intemo al medesimo, noa si ptt6 dir naDa deth 

derivau d\ f^tf(x).dx nel punto c percli^ f'f (x). ix ed r/(x).dxpocrebbeco (fif- 

ferire di un infuiitamente piccolo costante e non si potrebbetrascnraie il sno nppoito 
alia differenza della vari^bile se quesu difiierenza debba decrescere iodefimtamentt 
prenJendo non soltanto tutti i valori fmiti, come sembrami essersi aempre tuppotto 
nei libri d'Analisi e quindi anche in quello pregievolissimo del D i n i, roa pccndendo 
pure tutti i v^ilori infiniuinente piccoli dell'idejlista di Du Bois*Reymond 
« JFenn mjtt die (positiv geJacbte) VerOndirUclH x gegm dU Null ahndtrntn !dsst, vrk 
dies bet Grenihetrachtungen vorgescbriehen wird, tind man denkt sicb x irst alU Stufm 
der Grossm endlicher Ahmessting^ xuenn man wilJ^ jede Stiife durcb UmnHicbhUints tw- 
viehrt oder vermindert , sodcmn auch aJlc Siufin des UnendJicbkUiniH aller Ordmungm 
durchlaufendt so bat x das positive Grossengehid erscbJpft » (*****). 

Con ci6 spero d'esser megiio cornpreso spectalmente dal ch«o Prof. Vivanti 
che s'6 occupato dei tipi ordinati, c dei numeri transfiniti, di G. Cantor e di 
sernii libera to dei punti ammirativi. 



ADUNANZA DEL 9 FEBBRAJO 1890 (Presidenza : M. Gebbia). 

Gorrispondensa. — La Direzione degli AnnaJes de la FaciM du Seieaces d§ 
Toulouse accetta il cambio coi Rendiconti del Circolo. — La Sodetii Matematica S 
Aniburgo ringrazia pei tomi I, II e III dei Rendiconti inviati dal Grcolo in occasSone 
del 200° anniversario della fondazione della Society medesima. — Fra le pubblicazioni 
non periodiche ricevute in dono, il Segretario segnala : 

lO Ii !<> volume delle Opere di G. Lejeune Dirichlet pubblicate dalla 
R. Accademia delle Scienze di Berllno, per cura del prof. L. Kronecker. 

2^ Una raccolu di opuscoli, intomo a G. Libri ed uiu Lettera autografit dd 



(*) K«l Pnhiic} di MMlmatiu per einsfgm. sinwi^ij (not,-^, 1889) h d«tio •rroatwataM dht q«t- 

tte ptobsbilitA ffunno comt L/P ••! i* 

(**) Q^ttii RtniiconU, t. 11 (188S), pp. 94 e 188, nttuM line*. 

(***> P. D n B o i t-R • y m o n il : Dtt MUgtmiint FuneU^mtnAtorit, Tabiogta, 1882, Pf .729 1«M !$•-* 
Veli pur« pag. 73, Uimc 7-18. 

(••••) I. c. p«(. 74, line* 8. 
(•••••; I. e., pag. 80, Unea 10. 
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Libri iodiriizaU al colonoello aiv. Alfonso Seal i a in data di Londra 16 fob- 
bojo 186); cbe S Tenente Generate comm. AlfonsoScalia (Palermo) ha rega- 
lito aHa Biblipttca ddla Societi. II Clircolo delibera di ringraziare. 

AmmiMJoae di naovi sooi. •* L'ingegnere Antonino Messina, pro- 
poito du sod Gcbbia e Gucda , k eletto socio nsidcntt. — II dott. G i u 1 i o G i u- 
liani (Lucca), proposto dai sod Cerruti e Tonelli, k eletto socio non residente. 
WpBiorift Conmoicdsioiii. 

YIVANTI. RUposiA al ProJ. Giudice. [Mantova, 4 febbrajo 1890J. 

RitOTDO on p6 pid estesamente sopra un punto die ho appeaa tcccato nella mia 

pncedeme comunicasione. Si denoti con x una variabile reale , con T Tinsieme di 

littii valori reiU compresi in un certo intervallo a^, e sia G un gruppo di valori 

Rail riferito uoivocamentc al gruppo T\ il gruppo G costituiscc una funzione /(x) di 

X defioiti in tutto Tintervallo a ^. Se F & un gruppo della stessa natura di G, esso 

cosdtutri un'altra funziooe, die dir6 ^(x), defmita nel medesimo intervallo ah\ e, se 

^ePsono eguali (do6 se sono eguili gli eleaienti dei due gruppi ch^ corrispon- 

4dqo ad uno stesso elemento qualsivoglia di T) , /(x) e ^ (x) non saranno che due 

9omi daii ad una sola e medesima cos:l Ob fi vedere senz'altro , come la qucstione 

P'oposu dal di^o. Prof. Giudice (questi Rgndiconii, t. 11, p. 188), se sieno pos- 

*^ due funxioni eguali in tutto un intervallo e non identiche , non ha ragione di 

Higuardo poi alia risposta del Prof. Giudice alia mia comunicazione, devo ri- 
^^^Qoscere che, ammessa I'esistenza dell'infmitesimo costante, e.ammessa la distin- 
aone fatta dal Prof. Giudice tra eguale e idcntico , egli ha perfettamente ragione 
^^^creodo die possono esistere due funzioni eguali e non identiche, — come avrebbe 
'^OQe qualora asserisse che possono esistere due cubi eguali e non identici, tali es* 
*^^ qudli i cui lati diHerissero di un infiaitamente piccolo; ma ognuno vede a che 
^ ridurrebbe con ci6 la raatematica (*). Rammenter6 poi che G. Ca n t o r in un re- 
^^Qte lavoro C*) ha dimostrato matematicamente la non esistenza deirinfmitesimo 
«osUiitc. 

CASTELNUOVO.— [Torino, 3 febbrajo 1890] . In una comunicazione del sig. H u m- 
^cr t inserita nei Rendiconti di questo Circolo (tomo IIL pag. 277 — verbali) si tro- 
^o ^ne inesattezze, che credo debbano essere rilevate. 

^'Aotore si occupa di quelle superfide che contengono uiu serie 00' di curve C 

^^teggijite univocamente; il luogo di un punto di una C che corrisponde ad un punto 

^^*^^ sopra una delle C, & una curva C; suUa superficie giacdono 00 < curve C. 

^ quando d parla delle rdazioni tra la serie delle C edil genere delle C (in par* 



^ ^ ^*) Hon peroctteadoaii U rittrtttczxA dcUo spaxto di trattenermi saUe tcorie d^WidtalisUi di D a 

^ ^^Hcymond, si Umtto a cilara 1« db'taiom AtWimpMstit (Du Bo it-R«y mo nd, Di* attg. Fune^ 



|.^^^*«ori#, I, p. 101, 1. 8 • atgg.) • U IJce deU*Aotor« sall'«pplieasione d«i coocclti idealistici aU*aiulbi (tutto 

* ^t, • tptcialaMatt p. i$St !• >7'-)o)* 

(**) yuitUmuztH imr Lihrt vtm Tramtjimitmi (Z«itkhrift f&r Pbilotophie aad pUlosopliikbc Kritik, t. 91, 
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ticolare nel IP teorema) bisogna porre la restriztone che le C non ammettano tra- 
sformazioni involutorie in s6 stesse; perchfc altrhnenti pu6 awenire che ogni O se- 
ghi ciascuna C in due punti coniugati nell'involuzione, nel qua! caso il genere di O 
pu6 essere diverse dal genere della serie delle C 

Cos) non h chiaro quanto si riferisce al gruppo di punti di una cttrva nel senso 
di N 6 1 h e r ; nelle ricerche di Brill e Nether si parla di serie di gnippi (Gmp- 
pensclMar), parole che hanno un signidcato preciso, e non di grvppi isolati. Mj in- 
fine queste sono minuzie che in una redazione piCi diffusa sarebbero certo state corrette. 

Piuttosto non pu6 andare la definizione che il sig. Humbert di^di punto spe- 
cialc, perchd consta di due parti che si contraddicono; per metterle d'accordo, biso- 
gna dichiirare che le curve o superfide aggiunte di cui si parla, sono quelle che se- 
gano sulla curva proposta la SpeciaJschaar ; in tal senso possono dirsi punti speciili 
i flessi di una cur\'a plana del quarto ordine; non gii i flessi (o i punti sestattici) di 
una cubica plana, che non si trasportano in punti della stessa natura, quando si fa 
una trdsformazione univoca generale della curvj. Da questa ultima osservazione vien 
subito il sospetto che sia inesatto il teorema : 5e una superficie eontiefie una serie oo* 
di cuhiche piane aventi h stesso tnodnJo, il ho go dei flessi si scinde in nove curve di ugual 
genere (e insieme a questo il teorema seguente). Ed infatti si possono dare esempi 
di superficie, per le qua!i il teorema non vale. Per mostrame uno, si considerino nel!o 
spazio quattro rette sghembe ^9 ff g y h , ed in un fascio di piani si pensi un piano 
fisso <T^ che seghi le quattro rette in E^ ^ F^ ^ G^ , H^ ^ ed un piano variabile <y che 
scghi le rette stesse in £, F, G, H, 

Poi in 9i si descriva una cubica piana Q passante per E^ , F^ , G^ ^ csi sta- 
bilisca tra 9 e 9| la trasfomiazione quadratica che lu per punti fondamentali E, F, G, 
e rispettivamente £, , F, , G, , e che fa corrispondere i punti H, H^ . Alia curva 
C, corrisponderii in <t una cubica plana C, i cui flessi non corrisponderanno in ge- 
nerale ai flessi di C\ . Quando 9 descri\*e il &scio ( restando fissa la C, ), la curva 
C descrive una superficie, nella quale si tro\'a inoltre una serie ellittica di curve ra- 
zionali C (descritte dai punti omologhi ad uno stesso punto di Cj ). Ma per c\b 
che ho osservato, il luogo y di un flesso di C non pu6 essere una delle curve C; 
i\h pub essere un'altra curva rationale , perch6 le C segano su y una involuzione 
che sar^ ellittica come la serie delle Cf (mentre ogni involuzione sopra una curva 
razionale & razionale). Da tutto ci6 pu6 dedursi che al variare di C, i nove flessi de- 
scrivono non gU nove curve razionali, ma una unica curva non razionale. 

Quanto ai caratteri di una superficie contenente i due sistemi di curve Ce C, 
sembra inesatto I'ordine, poichi esso non pud esser determinato coi soli c uratteri delle 
C e C considerati dall'Autore. Invecc ritengo esatte le altrc formole; anzi la piima 
che da il genere della superficie come prodotto dei generi delle curve C t C h dav- 
vero notevolc. 

Come TAutore si sard accorto, essa pu6 ventr enunciata cosl : La varieii 00' delU 
coppie di punti costtluite da un punto di una curva di genere p e da un punto di una 
curva di genere pf^ ha il genere ppf ; sotto questa forma il teorema pu6 fbrsc gene- 
ralizzarsi senza difficoltii. Quale sarii il genere della varietil costituita dalle coppie di 
punti di una stessa curva di genere p ? 
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HUMBERT : Je ne puis que ftliciier et remercicr M. Castelnuovo de son 
int^ressant exemple, qui donne, si Ton y pr^te un instant de reflexion, une v^ritica- 
cation simple de la proposition critiqu^e. Pour la r^ponse aux autres observations de 
detail contenues dans la Note pri^c^dente , je rcnvoie au M^moire d^veloppd qui pa- 
raitra plus tard , et qui pourra , jo Tesp^rc , t^claircir tous les doutes de mon jeune 
confrere. 

GUCCIA : II non Iievc*errore nel quale 6 incorso il sig, Castelnuovo, nell'e- 
sempio addotto alio scopo d'infirmare il teorema del sig. Humbert, si fa manife- 
sto osservando che, fra due piani 9 e 9*, del fascio (9), ciascuno dei quali 6 in cor- 
rlspondenza quadratica col piano 7, (in guisa che alie rette dell'uno o dell'altro cor- 
rispondono in c, coniche passanti per £, , F, , G, ) havvi, come ognun vede, corri- 
spondenza collineare. Cosicch6, indicando con C e C* le cubiche di 9 ea* che cor- 
rispondono alia cubica fissi Q di <J^ , si ha che ad un Resso di C corrisponde un 
flesso di C*, Donde segue che, al variare di a, il luogo f di un flesso di C sara una 
delle curve raiionali C descritte 4ai punti omologhi ad uno stesso punto di C| . E 
per6 : i noveflessi della curva mobile C descriveranno sulla superdcie nove curve raiionali. 



ADUNANZA DEL 23 FEBBRAJO 1890 (PresiJenza M. L. Albeggia ni). 

Gorrlspondenza. — II Presidente partecipa alia Society che il sig. Enrico 
La Farina, con lettera del 31 dicembrc 1889, si & dimesso da Socio residente del 
Circolo. — • II Socio C e r t o presenta le dimissioni del sig. Giacomo Del Vec- 
c h i o da socio non residente del Circolo. 

Afflsiri intemi. — Esposizionc ed approvazione del Conto consuntivo dell'e- 
serdzto 1889 e del BiUncio di previsione per I'esercizio 1890.— Ai sens! delPart. 10 
dello Statuto i signori ing. P. P. D'A n g c 1 e prof. F. Maggiacomo sono ra- 
diati dall'clcnco dei soci. 

Memorie e Comunicasioni. 

NOETHER : Les comhinaisons caracUrisiiques dans la transjormation ^un point 
singulitr, 

LEBON : Sulla determinaiione degli ombelicbi delle superjicie ietrae^riche. 

MARTINETTI : Sill genere delle curve O nelle involuiioni piane di classe qualun" 
que. (Noia IJ). 

CASTELNUOVO.— [Torino, 13 febbrajo 1890]. L*esempio addotto nella raia Co- 
municjzione presentata alia seduta del 9 febbrajo non re^ge; ma pu6 venir sostituito 
da quest*altro. 

Consideriamo la rigata del quarto ordine con due dircttrici doppie; le general rict 
congiunte con un punto esterno alia rigata 5diinno piani secanti la superficie lungo 00* 
cubiche C riferite univocamente dai raggi della rigata. Ora di queste cubiche tual due 
sono in corrispondenzi collineare ; perch^ sc due cubiche C si corrispondessero in 
una collincazione, la retti intersezione dei loro piani segherebbe le due cubiche, ol- 
tre che in una coppia di punti comuni ad esse, in due punti omologhi (pe|^cb6 alii* 
neati con coppie di punti omologhi), e quindi (la retta stessi ed) il punto S dovrebbe 
^partener alia rigata, contro I'ipotesi. 
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Ne viene che in due cubiche C mai un flesso deH'ona pu6 corrispondere ad un 
fiesso dell'altra (nella notninata corrispondenza), ossia che sopra una qualunque gc- 
neratrice delta rigata sta il flesso di una sola tra le oo' cubiche C. 

Segue da ci6 che la curva del nove flessi non pu6 spezrarsi in nove generatrici, 
ni pu6 spezzarsi in n > i ahre curve, perch^ in tal caso almeno n flessi di cubiche 
C dovrebbero trovarsi sopra ciascuna generatrice. La curva dei flessi 6 adunque unica, 

Un altro esempio k oflerto dalla superficie generata da una cubica piana simme- 
trica rispetto ad un asse , quando la si faccia ruotare intomo a qiiest'asse. I nove 
flessi allora descrivono non gik nove curve, ma quattro cerchi ed una retta (airinfinito). 

Quest! esempi possono mostrare che in generale i nove flessi descrivono una 
ufttca curva, la quale solo per faraiglie particolari di superficie pu6 spezzarsi. 

HUMBERT. — Sans discuter les deux exemples pr^cddents, je vais donner en 
quelques mots la demonstration de mon th^orime sur les cubiques planes, pour cou- 
per court k toute nouvelle tentative de M. Castelnuovo. 

Les coordonn^es des points d*une cubique plane pcuvent toujours se niettre sous 
la forme: 

(i) ^Xi = aiPfu + biPu + Ci (1=1,2,3,4) 

.les a, h^ c ^tant des constantes. Le module est d6teiniin6 quand les p^riodes ta^ o' 

de Pu sont connues, ct les Equations (i) repr^sentent toutes les cubiques de ce module. 

Les points d'inflexion correspondent aux valeurs de I'argument 11 de la forme 

^1 + •»' -5- ("*> ^' == ^> '» ^)- 

Si la cubique (i) , le module restant fixe, varie dans I'espace en d^crivant une 
surface alg^brique, S^ les douze quantity a, h^ e sont Odes par dn relations alg^bri- 
ques homog&nes, 

/i=Of /a = o» • • -/lo^O- 
Le lieu d'un point de la cubique qui correspond i un argument donne , f/, est 
represent^ par les Equations (i), od u est une constante, et les a, b^ c, des variables 
lito par les dix relations /= o : ce lieu est done une couilie algdbrique, C^ Pour 

un autre argument, % , on aura une autre courbe, C^, difl<h:ente de C^ en general. 
Par suite les neuf points d'inflexion de la cubique, qui correspondent ^ neuf wjl- 
Iwtsjixis et diffirentes de Targument dtoivent neuf courbes C^ dont la m^lhode 
pntoedente donne siparhneni les Equations, n pent ^videmment arriver que plusieurs 
de ces ^nations, g^n^ralement distinctes, reprteentent la mhne courbe, mais ces cas 
sp6ciaux n'infirment nullement le th^ortaie : dit-on qu'une Equation de degr^ m a 
mollis de m racines quand deux ou plusieurs racines deviennent ^gales? 



ADUNANZA DEL 9 MARZO 1890 (Presidema M. L. Albeggiani). 
Ibtnorie e ComunicMJoni. 

GUCCIA : Sul genen deJU curve dlgehricht gohhi. 

G.B.G. M.L.A. 
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SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE 

X£ GUI SEZIONI PIANE SONO CURVE IPERELLITTICHE ; 
Notadi Guido Castelnuovo, in Torino. 



Adannsa d#l 26 gtauio 1890. 



Le jfropntA invariantive per trasformazioni univoche di una curva 
piafii' soUo certo liegate da notevoli relazioni colle propriety delle super- 
fide che hanno quella curva per sezione generica. Ma su queste rela- 
zioni ben poco si conosce finora : ed i teoremi in cui si parla di super- 
fide a sezioni di date genere riguardano quasi tutti il case del genere o. 

Recentemente il sig. Del Pezzo annund6[VerbalideijRMi/fcon/i 
dd GreoJo Matematico, t. n (1888), p. 84] di esser giunto al teore- 
ma : Ogni superficie non rigata ddPordine m, la cui sezione h del genere 
P ^fn — 2, si pud rappresentare sopra un piano. Ci sembra per6 che 
questo enunciate debba andar modificato in qualche punto; poichi esi- 
stono superficie (ad es. la superficie del sesto ordine, con curva dop- 
pta del sesto ordine e genere 4), che pur soddis&cendo alle premesse^ non 
sono rappresentabili sul piano, perchi hanno il getiere superiore a zero. 
Soho certo di genere zero o inferiore le superficie che hanno per sezioni 
carve non speciali ; ma anche tra queste (pure escludendo le rigate) 
si trovano superficie non rappresentabili sul piano. Nel presente lavoro 
mi limto a provare come (con qualche restrizione) una superficie a sedoni 
iperellitfiche (in particolare razionali od ellittiche) sia razionale (d6£ rife- 

Rend, Ore. Matem., U IV, parte x*— Stampato il 5 marzo 1890. xo 
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ribile univocamente al piano). In altra Nota tratter6 I'analoga question^ 
per le superficie a sezioni di genere 3. 

AUe superficie a sezioni razionali dedico poche righe essendo Tar- 
gomento ormai esaurito. 

Dimostro poi che le superficie a sezioni ellitdche sono razionali, 
e perci6 appartengono tutte a tipi gii noti. 

Invece, le superficie a sezioni iperellittiche cosdtuiscoDO un campo 
quasi ioesplorato e ricco di risultati; ad esse quindi i dedicata la mag- 
gior parte di questa Nota. Risolta la questione ddla rappreseniabiliii^ 
cerco le principali propriety delle superficie, e d6 un mode pcrdassi- 
ficarle : sMdio anche i sistemi minimi di curve che possono rappresen- 
tarle sul piano , e giungo ad un teorema sut sistemi lineari di curve 
iperellittiche, il quale dh un nuovo esempio dei vantaggi che le que- 
stioni sui sistemi di curve plane risentono dallo studio di certe superficie. 

Debbo infine awertire che le restrizioni dt cui si parla al n** i , 
sono sufficienti per la validitii dei teoremi enunciad; se per6 siano ne- 
cessarie o superfine, i una domanda a cui oggi non so rispondere. 

I. Nello spazio a tre dimensioni sia data una superficie F" irri- 
duttibile d' ordine n\ indichi ^ il genere della sezione della superficie 
ottenuta con un piano generate. La superficie potrii 9sert curve e pund 
singolari. 

Se le smgolaritii presentate da F" sono ordinarie (curve muldplc 
secondo 1 coi piani tangend disdnd in ogni loro punto, pund muldpli 
ordinari secondo /), per stsperficie aggiunta ad P* si intende ogni super^ 
ficie che passi (1 — i) volte per ogni curva i-upla, (/ — 2) volte per 
ogni punto /-uplo di F\ 

Indicando con 4^ una superficie d 'ordine (x aggiunta ad F*, si 
verificano, come k noto, le s^uend proprietik: 

i) Un piano generate s^a F* c ^ in una curva d'ordine n ed 
in una curva d'ordine (x aggiunta alia prima. 

2) Le superficie aggiunte di un dato ordine formano ua sistema 
lineare determinato esclusivamente dalle singolariti di F". Una ^ con 
una superficie arbitraria d'ordine (x' cosdtuisce una superficie aggiunta 
d'ordine |x + p,'. 

3) Per [L superiore a un certo limite X indichi A^ il numero delle 
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^perficie aggiunte 4^ lineanncnte indipendenti; si ha la relazione : 

Per tutd i valori di (x ^ X si attribuisca ad A^ tal valore che la 
(^) coQtinui a sussistere qualunque sia \i.. Cosx, ad esempio, resta ben 
^oito il*simbolo A^^. 

4) Ora la superficie F^ sia riferita univocamente ad F"; come si 
i cakoiato A,,^ per F", cosi si calcoli A^_^ per F"^ : si troveri 

n numero A^^ che (nel senso ora esposto) si mantiene invariato 
nelie trasformazioni univoche di una superficie, si chiama genert (Fid- 
^^^gesMecbi) della superficie e si suole indicare con p; 

Sc ^ > a , A^^ dh, in generate, il numero delle superficie ♦""^ 
*"^^aiinente indipendenti, tanto che possiamo ritenere X = n — 5 . 

Se invece ^ = o, ci basta supporre X = n -^ 4 (esdudendo , se 
^*^toiio, le superficie di genere zero per cui si deve prender X>n — 4) (*^. 

O Per dimpstrare questa relazione si noti che per la formola di postulazione 
' '^ 6 1 h c r (StdU curve multiple di superficie algebricbe , Annali di Matcmatica , V, ) 

^^=(''|')-Ji*Zt»('-0'»< + ...| 

j~^^ Wi t I'ordine della curva tnuldpla secondo f di F" ed i pundni sostituiscono 
";'^«iioi tndqwndenti dali'ordine ^ della superficie aggiunu. Poneodo (a + 1 al poUo 
1^ « fiMendo la dlfoeoaa, si otdene 

sobito la («). 

_ C*) Per le propriety enunciate in questo paragrafo 4) vedi la duu Memoria di 

^^ ^ bet , §g 14, IS, ed anchc n § la del lavoro : Zur Tbearie ies eindeuHgen Enh 
^^^fms d^ wno autore (Ms^th. Anqalen, Vni). 



L 
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In consq^uenza di d6, come cast pardcolari ddla (a), abbiamo cfc^^ 
per ^ ^ o le relazioni 

(P) j 

ihntio realmente i numeri delle ^"'^ ^*'~* lioeannente indipeodenti. 
I teoremi che si trovano in questa Nota si riferiscono, noo solo 
a superficie con siogolaritii ordinarie, ma pi& in geoerale a iuiie k in- 
perficie per Ic quali il concetlo di superficie aggiunta possa stabilirsi w 
guisa da rimaner soddisfatU U condi^ioni i\ a), 3), 4). OgniaUrasih 
perficie devc riienersi eschisa in questo lavoro. 

a. Utia superficie dello spa^io a r dimcnsioni^ la quale sia stgata 
dagli spa:^i a r — i dimensioni in curve non speciaU (^\ ba il gemre 
tninore od uguale a ;^ero. 

Se r > 3 proiettiamo la superficie , da uno spazio S^_^ che non 
la incontri, in uno spazio a tre dimensioni ; otterremo una superficie 
F** dell'ordine primitivo, sia n, a sezioni piane non speciali. On se il 
genere di F" fosse superiore a zero, esisterebbe almeno una superficie 
aggiunta d'ordine n — 4, la quale segherebbe un piano in una curva 
d'ordine n — 4 aggiunta all'intersezione C di F" con quel piano. Ma 
allora i gruppi di n punti segati su C dalle rette del piano, potreb- 
bero ottenersi come intersezione (parziale) di C e di curve aggiunte 
(degeneri) d'ordine n — 3; cioi C sarebbe una curva speciale, contro 
ripotesi fatta. 



(*) Rammento che una curva di 5*^ si dice (000) spedale* quaodo gU 5,.|iif 
St la segano in una involuzione (non^ spcqiale (SjffciaJscbaar secondo B r i 1 1 e N 5- 
ther). II tcorema ora ^nunciato ^ caso {^articolare del $egueqte che non adopero, 
c di cui per brevity ometto la dimostrazione (fondaia sulla ExUnsim du tkififkme dg 
Rie m a n n^R och di Ndthcr — Coniptcs Reqdus de l*Acad. des Sciences, 1886): 
Una snperfuie che conlenga una doppia ittjinil^ raiioiuh di curve, ddU quali ciascima sia 
iigdt.% JalU rimanenli in una inuolu^ione non ipiciaU^ ba al masiiino il giaere ^/uro. 
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« 

Per ci6 che segue dobbiamo distinguere tre casi , a seconda che 
le s^zioni della superfide che si considera sono razionali, ellittiche, od 
iperellittiche di genere superiore ad i ; (nel seguito per breviti dicendo 
curve iperellittiche intenderemo che il gen^'e sia superiore ad i). 

I. — SUPERFICIE A SEZIOKI RAZIONALI. 

3. Risulta da un teorema di NOther (*) che tutte (senza ecce- 
zioni) le superBcie a sezioni razionali sono razionali ; e dai lavori di 
Pi card (**) e Gucci a (***) risulta che tali superficie sono le rigate ra- 
zipoali e la superficie di Steiner, soltanto. In varimodi, tutti semplici, 
si pu6 dimostrare che una superficie a sezioni fa:(ionali d*ordine n non 
pud apparfenere ad uno spa^io superiore ad 5„^, , e se appartitne ad nno 
spa:^io inferiore h proie^ione di una superficie dello stesso or dine di 5^, (****)• 
Anche la questione dei sistemi lineari gbe rappresentano sul piano utu 
superficie a sezioni ra:;ionali, pu6 ritenersi con^pletamente esaurita* 

II. — Superficie a sezioni ellittiche. 

4. Per le superficie considerate in questo e nei seguenti paragrafi 
dobbiamo aggiungere un'altra restrizione a quelle gi^ date al n^ i. Dob- 
biamo cioi supporre che le superficie abbiano il genere uguale a T^ero \ 
con ci6 vengono escluse ad es. le rigate ellittiche ed iperellittiche che 
hanno il genere uegativo, e non possono riferirsi univocamente al piano, 

Sia i**" una superficie del nostro spa^o di genere ^ = o, a sezion; 
plane ellittiche; poich^ il genere % della sezione piami v^lc l, le reU(« 
zioni (P) diventano 



(•) Ueher Flachen , welche Schaaren rathnaUr Curven befUien (Mathem. Anna« 
len, HI). 

(•*) Journil far die Math., t. C. 

(***) SuUc superficie algehriche le cui se:^hni plane sono unicursaH (Rendic. CIr- 
cob Matera., t. I). 

(•*•*) Per le superficie d'ordine n 41 S^^ , v^ggasi D c I P c z ^ p (Rendic. Ace. 
di NapoU, 188$). 
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e cl dicono che esiste una sola superficie nggiunta ^J^**""* ed <»** super- 
ficle aggiunte **''*. Per una nota propriety , una curva piana ellittica 
d'ordine n non i segata dalla curva aggiunta d'ordine n — 3 in altri 
punti, all'infuori dei punti multipli. Quindi ^"""^ non segheri F" che 
nelle curve e nei punti singolari di questa (dal che segue che F" non 
possiede punti di molteplicitii superiore a 2 fuori delle linee multi- 
ple). Invece le 00" ^*-^ segano F", oltre che nelle curve multiple, in 
00* curve (*), tra le quali si trovano le 00' sezioni piane di F"; e le 
oo*^* curve del sistema che passano per un punto arbitrario di F" non 
devono in conseguenza passare per qualche altro punto di F" deter- 
minate dal prime, perchi ci6 ad es. non accade per le sezioni piane 
di F\ 

Ci6 pesto, si riferiscano univecamente le 00" ^•-* agli 5^_, di uno 
spazio S^; ai punti di F* (come giacenti in oo*"' <J>"~*)corrispondono 
univecamente i punti di una certa superficie F' di S^: alia ^J^"""' che 
appartiene a 00' ^""* corrisponderi uno spazio 5^^, dal quale F' viene 
proiettata in F". Ora 5„_^ non pu6 aver punti comuni con F; perch6 
se tagliasse P in un numero sia finite, sia infinite di punti, ogni 5^^ 
per 5^^ segherebbe P in una curva che conterrebbe qualcune di que- 
st! punti, e quindi altrettanti punti (non singolari) dovrebbero esser co- 
muni ad una sezione piana di F* ed a <J>*^\ il che , come abbiamo 
visto, non pu6 essere. Dal fatto che F' i proiettata da un 5^^, che 
non la sega, in una superficie d'ordine «, si conchiude che anche P 
t d*ordine n. Ma per un teerema diDelPezzo (**) le superficie d'or- 
dlne n appartenenti ad S„ sono tutte razionali; dunque F, ed in con- 
seguenza anche F", k razionale, come si voleva dimostrare. 

Ogni superficie le cut se:(ioni (piane o spaziali) siano curve elliltiche 
I rationale. Se n e il suo ordine , la superficie non pub apparUnere ad 
uno spazio superiore ad S„, e se appartiene ad uno spazio inferior e, essa 
h proicT^ione di una superficie dello stesso ordine apparlenente ad S„, 



O n caso che le curve si riducessero a oo«~' per il fatto che ciascuna si tro« 
vassc in 00* 4»"'"*, portcrebbe di consegucaza lo spezzarsi di F* ia una ^^""^ ed in 
una quadrica. 

(*^ Sulk superficie deW tf ordine immerse nelh spazio di n dimnsioni (Rendic. 
Circolo Matem., t I). 
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Poichi le P di S^ /se n supera 9, sono rigate razioaali, segue che 
Um^^ superficU a se^iioni dlittiche non pub avert Vordine superiore a 9. 

Ogm superficie a sezioni ellittiche d'ordine n pu6 rappresentarsi 
soL ])iano mediante un sistema di cubiche con 9 — n punti base sem- 
p&ci^ £itta eccezione per una certa superficie deirottavo ordine che viene 
tappresentata dalle curve di quarto ordine con due pund base doppi (*). 

HL — Superficie a sezioni iperellittiche. 

5. Come t noto, una curva iperellittica contiene una involuzione 
ntzicnale di coppie di punti; e se la curva h plana d'ordine n e di ge- 
nere 7, essa h segata da ogni curva aggiunta d'ordine n — 3 in 7t — i 
cof^ dell'involuzione. Diremo coniugaA due punti formanti una cop- 
pia dell'involuzione ; due punti tali che ogni curva aggiunu d'ordine 

* — 3 passante per uno di essi contenga anche I'altro, sono coniugati, 

* v^eversa. 

Sia F* una superficie del nostro spazio, ed il genere % delle sezioni 
plane sia anzitutto uguale a 2. Mora, poichi 

^^tono ^' superficie aggiunte ♦*"', e ciascuna di queste s^a F" (oltre 
^'^ nelle curve singokri) in una curva che ha due punti sopra ogni 
PUQLo^ quindi in una conica (essendo escluse le F" rigate). Ma allora 
^^^e un bsdo di superficie seganti su /**" un fascio di curve razionali 
C^giii superficie detenninando, una sola curva), e tanto basta per con- 
^^dere, in virti di un teorema gii citato delsig. N6ther (**), che 
*^" ^ nudonale. 

Sia invece ^ > a , e tuttavia siano iperellittiche le sezioni plane 
* -J^. Quesu volta h 



Quanto ai sistemi linear! di curve ellittiche vedi il citato lavoro di D e 1 
^^ ^ ao e la Nota di Guccia : Sidla riduiiom dei sistemi linsari di curve elHnicbe 
(Re^^ Circolo Mat, t. I). 

O Math. Annalea, m. 
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sono quindi oo'f-"' le superficie aggiunte *""'. Se P i un punto qua- 
lunque di F", tutte le oo^^"* *""' passanti per P passano per i punti 
coniugati a P nelle sezioni di F* ottenute con piani passanti per P. 
I punti coniugati a P costituiscono adunque una curva y P^ 1^ quale 
passano oo''"* ^»"' ; ed ogni **"' contenente un punto di y , con- 
tiene tutta la curva y. £ due punti arbitrari di y, giacendo su tutte 
le oo'«^* **-' che passano per uno di essi, sono coniugati in ogni se- 
zione di F" ottenuta con un piano condotto per essi. Ma poichi un 
punto di Y non pu6 avere che un solo coniugato in una sezione piana 
di F% segfic che y h segata da un piano arbitrario in una coppia di 
punti, che y i una conica (passante per P). Per conseguenza la inter- 
sezione di una *""'' con F" che i una curva d'ordine 2 7r — 2 (oltre 
alle curve singolari), deve scindersi in w — i coniche. La F" contiene 
infinite coniche, ed ogni 4^*"' che passi per un punto di una di que- 
ste coniche , passa per tutta la conica. Ne viene che tutte le infinltei 
coniche possono esser generate dalle 00' ^""^ che passano per (tt — 2 
patxd indipendenti di F" e quindi per) ^ — 2 coniche del sistema ; 
ogni 4^*^^ del fascio determina una conica. Ma allora per il teorema 
di NSther, che ci ha gii servito, la F" i razionale. 

Una superficie a se:(iom (piane o spaziali) iperelliuiche e rationale. 
Se il genere delta curva sezione super a i, la superficie contiene una sem- 
plict infinith ra:(ionale di coniche, tale che per ogni punto delta superficie 
passa una sola conica. Le coniche determinano in ogni sezione spaziale 
le coppie di punti coniugati. 

Una curva iperellittica d'ordine n e genere 7; non pu6 appartenere 
ad uno spazio superiore ad 5^„ ; segue : 

Una superficie a sea^ioni ipereltittiche d^ordine n e genere tt non pub 
appartenere ad uno spa:(io superiore a 5"^^+, , e se appartiene ad uno 
spas^io inferiore i proie:(ione di una superficie (normale) detto stesso ordinc 
di i^it+i • La seconda parte dall'enunciato h conseguenza di un teo- 
rema del sig. Segre (*). 

La superficie normale F** di .5^^^, a sezioni iperellittiche di ge- 



O Sui Sistemi lineart di curve piane atgebriche (Rendic. Circolo Miitem. , t. T, 
p. 117). 
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flcfi^ t:^ coQtiene essa pure oo' coniche , i cui piaoi formano una va- 
ried F razionale normale (*) (e per conseguenza) d'ordine n — 'tc — i. 
Proiettando la F' da uao spazio S^ che non seghi F" ma incontri in 
punri i(^ o) piani di F, si ottiene in 5^ ^ ..^ una superficie d 'online n 
fer la quale i piani delle oo' coniche fdfmano una variety d'ordine 
t — It — I — I; ed I di queste coniche sono sosdtuite da rette doppie. 
Quiodi : / piani delle oo' coniche pacenli in una superficie a se:(ioni 
ipereOiUicbe d'ordine n e genere % formano una varieth (inviluppo per 
S^ a.ordine (classe) non superior e an — w — i\ se pero quesfordine 
I injmore an — r — i di i unitb, i tra le oo' coniche sono sosiiiuile 
^ retu doppie. 

Melia Memoria citata di Ndther (Math. Annalen, III), si trov^ 
dtn]<)strato che una superficie la quale contenga un fascio razionale 
^ citrve razionali pu6 rappresentarsi sul piano in guisa, che alle curve 
'^^'ionali del £iscio corrispondano rette di un fascio. 

Quindi : Una superficie a se^ioni iperellittiche pub rappresentarsi 
^ piano in guisa che alle sa^ioni (piane o spaziali) della superficie 
^^ispondano curve d*un certo ordine v aventi in comune un punto muh 
^fe secondo v — 2, e forse dtri punti base (**), 

H sbtema lineare piano di curve d'ordine v non abbia punti base 
^^emplici , ma possegga [oltre al punto (v — 2)-uplo] d punti doppi 
; e sia determinato dai punti base. AUora i caratteri della super- 
sono 

n =s 4(v — I — i) 



cd 



f = n — % + 1=3 (v — d) — X 



(*) La variety h normale, perchi altrimenti essa (e quindi anche F* ), sarebbe 
looe di una varieti (superficie) dello stesso ordine di uno spazio superiore. 
(**) Da 06 : C7ii sistema Uneare di curve piane iperelliUiche^ nd quale U passage 
V una curva per un punto arbitrario non porti di conseguenza il passaggio per altri 
determinati daJ primo, (e perci6 baste che il numero delle intersezioni variabili 
i il doppio del genere), pud ridursi mediante una trasformas^Ume hira^ionale ad un 
-"■^•-■la di curve di un certo ordine v aventi in comune un punto multiplo secondo v^a 
*^rse altri punti base senipb'ci e doppi). 
^Und. Circ, Matem.^ t. IV, parte !.• — Stampato il 7 marzo 1890. 1 1 
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dh il numcro delle dimensioni dello spazio a cui appardene la supers- 
ficie; si ha subito 

Una superficie a se^ione iptreUitticbe di genere ie ba al nuushium 
Vardmt 47 + 4. Ogni suptrficU a sc^ioni iperdliUkbt di genere 7 
dine ft < 47; + 4 pud ottenersi da una superficie d^ or dine 47 + 4 
S^jt^^ medianie proie^ione Ja 47; + 4 — ^ suoipunU, eforse da aliripi 
esterni; perchi la rappresentazione piaaa della F' si ottiene impoocnd^ 
alle curve piane O il passaggio per 477 -}- 4 — » punti base sempUca« 

La superficie F^"^ di 5^,^^ non contiene coniche dq;eneri; sela 
si proietta da un suo punto, ncUa superficie proiezione si presentano 
due rette , la traccia del piano tangente nel punto , e la tracda del 
piano della conica passante per il punto; e le due rette sosdtoiscoDO 
una delle 00* coniche. Dunque : 

In una superficie a se^ioni ipereUitticbe Sordine n e genere 1; , m 
generate' 4t: + 4 — ^ ^^^ ^' coniche degenerano in coppie di rette. 
(n numero delle coppie di rette & minore se i centri di proiezione non 
giacciono tutti su coniche disdnte , ma in tal caso alcune ddle coppie 
di rette hanno per centri pund che sono doppi per la superficie). 

6. Studieremo in fine i van dpi che presentano le superficie a 
sezioni iperellittiche , limitandoci a quelle superficie normali che per 
sezioni di un dato genere :: hanno il massimo ordine 47; -f 4; cio& 
alle F*'^^ di S^^^^, Se chiamiamo carva direitrice di F*^^ ogni curva 
che seghi ciascuna delle 00* coniche in un sol punto , le F**** pos- 
sono dassificarsi (come le rigate) a seconda delle direttrid minimc 
(d 'ordine pi£i basso) che esse contengono. 

I piani delle 00' coniche non possono passare per una stessa retta 
(perch^ da ci6 seguirebbe lo spezzarsi di ciascuna conica in questa retta ed 
in un'altra); e se hanno un punto comune, questo punto 6 comune a tutte 
le coniche (*). Eccettuato per il momento questo caso , uno spazio 



O Ci6 appariscc, quando si noti che una cur\'a d'orJine 4 ir -[- 4 non pu6 gia- 
cere sopra un cono a generatrici rettillnec d*orJinc 3 ^^ + 3 ^^^^^ passare per il ver- 
Uce del cono; e in tal caso U curva incontra ancora ciascuna generatrice in un sol punto« 
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S^.^j^^ contenente una conica di P^^^ sega la superficie in una curva 
ipex-ellitdca d'ordine j^t: + 2, che giace in una rigata razionale d'or- 
3 w + 2 ed appartienc ad 5 -^^ ; il genere della curva sari quindi 
i; la curva sega ciascuna delle coniche in coppie di pund. Ne 
che la proiezione di P^*^ dal piano di una sua conica h una 
superficie F** di S^^^ , a vente per sezioni curve iperellittiche di genere 
« — ' i; 6 ancora una superficie nomiale d'ordine massimo. Una curva 
i'ddine m direttrice di F*''^, si proietta in una curva d'ordine m — i 
dntttnce di P*. 

Redprocamente, se esiste in 5,^^, una F^ con oo' coniche e una 

ctuva direttrice d' ordine m — i, costruendo in 5,^^^ una varied di 

P&nii F^ che proiettata da uno dei suoi elementi dia la variety dei 

pool F dcUe oo' coniche , si pu6 riguardare la F*^ come proiezione 

<& un piano, di una F^^^ le cui coniche stiano nei piani di F ; alia 

^orva d'ordine m — i di F*^ corrisponde in F*^^^ ima curva la quale 

scca. ogni conica (quindi anche il piano di proiezione) in un sol punto; 

cd & per cons^;uenza d'ordine w(*). In particolare, se P^+^contiene 

VUL retta semplice (la superficie non pu6 avere curve doppie) che 

seglxi ogni conica, la F^^ conterri un punto comune a tutte le sue co- 

nicWc; e reciprocamente. 

Escluso questo caso si potri proiettare F*^ dal piano di una sua 
^^**^«ca, c si otterrii una F^^"* di S^^_^, la quale avri una curva diret- 
trice d'ordine m — 2 corrispondente alia curva d'ordine tn di F^^^; e cost 
^^' Continuando abbas tanza si dovrd arrivare necessariamente ad una 
o^JIe s^uenti superficie : 

x) Superficie a sezioni razionali del quarto ordine di S^, conte* 
^^^^ un &scio di coniche non aventi punti comuni; per conseguenza 
S^es^^ superficie i la rigata razionale normale di 5^. 

a) Superficie d'ordine 4(77 — »/. + i) di 5j/^_^ij^.^ a sezioni del 



^ O Alio stessD risjit no si pu6 giungere consider judo ia rappresenUzionc piaaa 

^^ '*'* mediante un sistema di cUiVe d'ordine v — i aventi in comune un punto co 

^^^plo secondo v — 3 (e forsc altrc singolariti); e insicmc a questo sistcraa il si- 

^*^^ delle curve d'ordine v che si comportano nelio stesso modo net puoti base » 

Qlie hanoo ud panto multiplo secondo v «> a in «d. 
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gencre ^ — ft (dove pu6 esser (& = o^ i , • . . i:) coatenente on fisda 
dt coniche passanti per uoo stesso punto. 

Cos\ sono contemplati tutd i casi possibilL 

Una superfide F^*^ dl 5,«^^ che col procedhnento era indicate 
conduca alb i) si diii di prima specie^ se iovece la F^*^ conduce alia 2) 
si dird di stconda specie del gruppo [l. 



7. Superfide delta i* speck. AUe 00' rette ddla rigata 
norm ale di S^ corrispondono in F^*^^ 00' curve ra^^kmaU djpiiind 
d* or dine ?? + i non avend punti comuni; queste sono le curve diiet- 
tijci d'ordine minimo della superficie (e appartengono al sistema id- 
le 00^ direttrici minime che in tal caso possiede la variety dei fnaoi 
delle coniche). Alle 00 ' cubiche sghembe della rigata , secami da- 
scuna conica in un punto » corrispondono 00 ' curve direttrici d'ardim 
7; + 3 di P**^; queste curve si segano a due a due in coppie di pmi- 
ti; per tre punti arbitrari di F*'^ passa una sola di queste corve (^ 

Ciascuna direttrice minima di F^^*^ & segata da ciascuna corva 
d'ordine 77+3 in un punto. Le 00 * curve d' online tt -f 3 passand 
per un punto cosdtuiscono una rete omaloidica che riferiu al piano 
rigato conduce alia rappresentaiione di ordine tninimo di una saperfide 
finu jgii-^ j» specie; mediante curve d'ordine w + 3 avenii in comune 
un punto muUiplo secondo r + i ordinario , ed inoltre un punto base 
dappio. 

8. Superficie di seconda spuie. La F**^ da un numero sufficiente 
di coniche venga proiettata in una superficie d'ordine 4(7? — ;t + i) 
di •^jCifc^^.j a sezioni del genere w — [i, con 00 ' coniche passand per 
un punto 0. Per scmpliciti di scrittura poniamo tt' = :? — jt. 

Intanto, poichi la F^'^ ha per direttrice minima il punto O, la 
/74:r+4 ^y^j yjj^ g^j^j Jirettrice minima d'ordine [a, (la quale Jiari pure 
direttrice minima per la varietii dei piani delle coniche). 



(*) Per le proprieU delle rigate c delle varied di piani razionali qui adoperate 
veggasi S e g r e : Suite rigaie rQ^ionaU ecc. e Suite varietH normoti a tre dimetufoni ec^« 
(Alii A<;c. 4i Tonno, vol. XIX-XXI). 
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Proiettiamo ora la P'f'+^ da 0; otteniamo In S^^,^^ uaa rigata ra^ 
zionale T^'^'^M'ordine 3w'+3, le cui generatrici sono proiezioni 
delle 00 ' coniche. Segue da ci6 che il punto O h multiplo sccondo 
47r' + 4 — (3 75^' + 3) = ^' + I P^^ p^'+*; quindi che le tangent! 
alle coniche in formano un cono d'ordine tt' + i, al quale corri- 
sponde una curva d' ordine r' + i suUa rigata r^'^' ; e questa h la 
direttrice minima della rigata. Le direttrici che , dopo questa , hanno 
r ordine pii basso suUa rigata sono 00 'f''*'* curve d'ordine 2w' + 3> 
una sola delle quali passa per 77' -}- 2 punti della rigata : due tali curve 
si segano in ?u' -j- i punti, mentre la direttrice minima non h tagliata 
da esse. 

Alle 00 ^^^ curve corrispondono curve dello stesso ordine e colle 
stesse proprieti in P^ '+^ , e corrispondono finalmente su F^^* 00 ''n*** 
curve direttrici d'ordine 2?: — (x + 2, che sono le direttrici d'ordine 
piix basso, dopo la minima. Le 00* curve d'ordine 27c — pt + 2 pas- 
santi per tt — ja punti si segano in un punto variabile , e costitui- 
scono una rete omaloide che riferita al piano rigato^ conduce alia rap- 
prescntazione d'ordine minimo. Dunque : 

Una superficie P^^ di seconda spuie e del gruppo jx ha una sola 
dtrdtrue minima d'ordine [a; dopo qucsia le direttrici d'ordini pik basso 
sono 00 ''n*+* curve d* ordine 2 77 — (/. -j- 2 , ciascuna individuata da 
r — pt. + 2 punti; ciascuna curva del sistema sega un'altra curva dd 
sistema in t: — p. + i puuti^ mentre non sega la direttrice minima. 

La superficie pub rapresentarsi sul piano tnediante le curve Sordine 
2 7T — \L + 2 che hanno per base un punto multiplo secondo 2 w — jx, 
a cui sono infinitamente vicini t: — |a punti doppi. 

Per giustificare I'ultima proposizione si noti anzitutto che quanda si 
proietta la P^^ da sopra la rigata r^'"*"' di S^^,^^ , alle sezioni spaziali 
della superficie corrispondono suUa rigata curve y d'ordine 4^' + 4se- 
canti due volte ogni generatrice. Se ora si proietta sopra un piano la rigata 
da un S^^,^^ passante per ::' + i generatrici e per x' punti della r^ata(scdti 
ad arbitrio), le sezioni spaziali della rigata si proiettano in curve d'oniine 
2 7u' + 2, con un punto fisso « multiplo secondo 2tc' + i , in cui 
7:' delle tangenti (imagini dei tp' centri di proiezione) sono fisse; men- 
tre le curve y d'ordine 4?:' + 4 vengono proiettate in curve y' d'or- 
dine 2 :?' + 2 col punto a> multiplo secpndo 2 ^' e ?;' punti doppi infi^ 
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nitamente vicini ad co sulle r' tangenti (punti doppi che rappresentano 
le coppie di punti in cui le y sono segate dalle generatrici passanti per 
i centri di proiezione). II slstema delle curve -f rappresenta b F^^**; 
cosi rultimo teorcma c dimostrato per p. = o. 

Per dimostrarlo quando .a > o , basta tener conto delb nota oi 
5 6, che insegna a costruire il sistema rappresentativo di una super- 
ficie di un gruppo ;/., dato il sistema rappresentativo di una supcrficie 
del gruppo jx — i. 

9. Alcuni degli ultinii risultati possono enunciarsi senza nonunare 
le supcrdcic studiatc nei precedenti paragrafi, riferendoli invece ai si- 
stemi die le rappresentano sul piano (*). Si ha cosi : 



(*) A quest 3 propojito il sig. S e g r e mi prega d*inserire qui le ssguenti sue parole: 

« Poich^ ncl tuo Uvoro hai occasiooe di valerti di quakuna delle coosidcnuaoni 
contenute nella niia Noti Sui sisUmi limari di curv$ piane dlgehricbe di gemn ^dd 
i^ vol. di quest! RenJiconti, permetti che io ne tragga occasiooe per aggiuogervi qual- 
che breve osservazionc che, con maggiori sviluppi, avrei voluto giA da Imigo tempo 
far seguire a quella Nota. 

« In sostanza essa si bisava prindpalmente (oltre che sulTappUcaaone ai usiemi 
linciri delle proposizioni relative alia geotrutria su di una curva ed in particoUre di 
quelle di Brill e Ndther) sulla considerazione di un tistema lineare oa^ (k> 1) 
di curve pime di genere p e con D intersezioni variabili come rappreseotitivo di uiu 
superficie d*ordine D di 5)k ^ sezioni spaziili di genere p : ove il sistema lineare sia 
tale che il passaggio delle sue curve per un punto variabile tragga con se il passage 
gio per altri tx — i, quella superficie si riJurrd ad una'd'ordine D : (jl da contarsi (jl 
volte, si che a ciascun suo punto ne corrispondono ia sul piano rappresentativo, e 
sulla superficie va allora considerata una curva UmiU (o di passaggio)^ ecc.; per6 se 
D > 2^ il Teor. 2** di quella Nota prova che h necessariameote (jl =s i. 

« £ appunto su questa considerazione che anzitutto io desidero insistere. Grade 
ad essa i problemi sui sistemi iineari si rispecchiano in problemi sulle superficie (sem* 
plici o multiple , ed in quest*u!timo caso con curve limiti) dd vari spizi per modo 
che le propriety projeltive di queste corrispondono ed equivalgono alle propriety dci 
sistemi lineari invariahili per trasformaiioni biraiionali del piano (ad esempio i nuineri 
relativi al sistema che sooo invjrianti per tali trasformazioni son dati dagl'tnvarianti 
assoluti projettivi dclte superficie corrispondenti). Come da propriety note del sistema 
lineare si dcducono proprietJi dclla superficie ch^ su quello si rappresenta, cosi vice- 
versa per ccrte qiiestioni si potrH ancl)e e con grande vantaggio daUo studio dir$tio dslla 
superficie dedurre delle propriety del sistema lineare, Qualche cosa in questo senso fu 
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Ogni sistema lineare di curve plane iperellMche di genere r, nel 
quale il passagglo dl una curva per un punto arbttrarlo non portl di 
conseguenia il passagglo per alirl puntl determlnatl dal prlmo , pub rl- 

gii £itto pci sistemi tripU di curve piane e per le superiicie razionali di 5*^ , tra gli 
Aitri dal C a p r a I i (specialmente per questioDi numerative) : ma conviene andare 
piCi oltre. 

c Un b^ll'esempio di applicazionc di questo concetto h appunto quello che tu ne 
fai nel lavoro attuale ai sistemi di curve ipereUittiche. Altre applicazioni eran fatte 
brevemente nella roia Nota alia determinazione di tutti i sistemi lineari di genere ^=0, 
X e 2. (Quanto alia determinazione di cui pur parlavo del massimo di D di ^ per 
ogni valor dato di p^ essa cade dopo la publicazione che I'Autore del lavoro su ciu 
allora mi basavo fece delle dimostrazioni degll enunciati contenuti in quello ; ma ai 
veri valori massimi di D e di ^ tu stesso giungi nel lavoro che sui scrivendo» aju- 
taodoti ancora col concetto su cui io insisto). £ si potrebbe, come ivi dicevo, seguire 
in generale b stesso procedimento : ad ogni superficie di S^ d'ordine D e a sezioni 
^lamli del genere p la quale sia rappresentabile univocamente sul piano corrisponde 
tutta una famiglia di sistemi lineari oo* di curve di genere p con D intersezioni va* 
riabili, deducibili I'uno dall'altro con trasformazioni birazionali; sicch^ quando si co- 
noscano tutte quelle superficie (diverse fra loro projettivamente) saran note tutte le di- 
verse £tmiglie di sistemi lineari siffatti. 

« Ma qui 6 che debbo aggiungere un'osservazione. A rappresentare tutta una 
£uxiig!ia di sistemi lineari di curve piane identici per trasformazioni birazionali si son 
sceiti quasi sempre i sistemi d^ordine minimo, Q^esta scelta (non inopportuna, ma cer- 
tamente arhitraria) produce un inconveniente nell'applicazione del metodo di cui io 
park) : fa cio6 apparire come essenzialmente diverse (perch^ corrispondenti a sistemi 
d'orcfine minimo afiatto diversi) delle famiglie di sistemi lineari che invece si possono 
considerare come rientranti I'una nell'altra e che corrispondono a superficie che son 
cast particolari I'una dell'altra. Cos! il sistema di genere ^=0 e d'ordine minimo che 
rappresenta una rigata razionale nonnale d'ordine D ha I'ordine pid elevato quando 
quella rigata si particolarizza pel degenerare della sua direttrice minima (in un certo 
Dumero di generatrici ed una direttrice d'ordine inferiore); sicch&, quantunque la fii* 
miglia dei sistemi lineari rappresentativi di una tal rigata pariicolan sia essa stessa in- 
clusa come caso particolare nella famiglia dei sistemi rappresentativi della rigata razio- 
nale generaUf pure non si pu6 dire che il sistema d'ordine minimo della i* famiglia 
sia caso particolare di quello della 2*. Un fatto analogo si vede nel tuo lavoro per 
le. superficie a sezioni spaziali ipereUittiche e pei sistemi lineari di curve piane iperel- 
littiche : anche qu\ I'abbassarsi dell'ordine della direttrice mitUnta (cio^ Io spezzarsi di 
questa) h una particolaritii per la superficie, ma produce un elevamento nell'ordine 
minimo dd sistema rappresentativo. £ cos\ che in particolare , enunciando alia fine 
ddia mia Nou che i sistemi di genere 2 (di dimensione > 2) si posson ridurre con 
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durst medianU trasfortna:;Jom bira:^ionaK ad uno dei seguenti sislemi mi- 
nimi, ad uno dei sistemi che ne derivano coll' aggiunta di punti base 
semplici: 

i) curve d' or dine :: -|- 3 con un pun to multiplo secondo ^ -}- i or- 
dinar io, ed un punlo doppio ; 

2) curve d' ordine 2 :; + 2 — \l con un punlo multiplo suondo 
2 r — ^lct: — [JL punti doppi infinitamente vtcini a questo (potendo csser 
fA = 0, I, 2...:t), (♦). 

Dalla rappresentazione piana qui data della F^*^ si possono dc- 
durre altre propriety della superficie; la stessa via pu& seguirsi per lo 
studio di quelle superficie a sezioni iperellittiche di genere :: che hanno 
Tordine inferiorc a 4 :: -f 4, le quali , come mostrai, sono proiezioni 
della F^^^^ da alcuni suoi punti. Ma io credo inutile di proseguire in 
questa ricerca che del resto non presenta nessuna difficolti. 

Torino, genDaio 1890. 

G. Castelnuoto. 

■Ill' ■ ■ ■ ■ . ■ II ^_^^_. m m ^— »i^— — ^— ^^^— ^p— ^— ^— ^^ ■ 

trjsformazioni biraziooali a sistemi di quartiche coa un punto doppio, oppure di quin- 
tiche con un punto triplo ed uno doppio , 10 omettevo , come giustameme rilev6 il 
s!g. Gucci a (nello stesso 1° vol. di questi Rendiconti, pag. 388), i sistemi riduci* 
bill a sestiche con un punto quadruplo a cui sono indnitamente vicini 2 ponti doppt. 
Questa iamiglia di sistemi , e la superficie che le corrisponde , sono evide n temente 
casi particolari della famiglia di sistemi e della superficie che son rappresentate dal 
sistema delle sestiche con un punto quadruplo e due punti doppi n<m infinitamente ^ 
cini, sistema che t trasformabile in quello delle quartiche con un punto doppio. Mea- 
tre quest'ultima superficie, generale, ha per direttrice minima una conica non appar- 
tenente al sistema 00' che genera la superficie, per quella particolare prima nominata 
tutte quelle oo< coniche passano per uno *stesso punto (triplo per la superficie) e si 
pu6 dire che ad una qualunque di esse si 6 ridotta la conica direttrice. 

C. Sbgrb*. 

O Questo teoreroa poteva dedursi subito tenendo conto dell'uhima nou al ( 5 
e di alcune proposizioni dovute al sig. Jung {Ricetche sui sistimi Uneari di curve piane^ 
Memoria II, ^ 6, 7 — Annali di Matematica, t. XVI, serie 10- 

Aggiunger6 che Tesistenza di un sistema lineare 2) per qualuuque valore di {i 
t provau dall'equazione del sbtema stesso. Sc u^:.^ , %*^ , Vtt^, , v^-k^^^ sono quit* 
tro forme nelle variabili x, y dei gradi indicati dai rispettivi indici, Vequazione 

quando si tengano fissi i coclBcienti della u^,^ e si £icciano variare i coeflicienti nelle if, 
rappresenta tutte le curve del sistema 2) ; essendo (x = o, ^^ = 0) il punto multiplo 
secondo 2u. — r. 
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LES COMBINAISONS CARACTfiRISTlQUES 



DANS LA TRANSFORMATION D'UN POINT SINGUUER ; 



par M. M. Noether, k Erlangen. 



AdBiuata del 13 liMrajo 1890. 



Au sqet du d^eloppement suivant les puissances ascendantes, k 
exposants positiis et fractionnaires, qui correspond k une « branche » 
(cycle) d*un point singulier d*une courbe algibrique, H. J. S. Smith (*) 
et G. Halpiheo (**) ont prouv^ quece sont seulement les exposanis 
de certains tennes de ce diveloppemeni — les termes <c caractiristiques » 
ou « critiques » — qui entrent dans la definition des riombres dc sin- 
gularitis de la branche. D'autre part, Ton sait que, analytiquement, il 
(aut dMuire ces d^eloppemeqts d'une succession de transformations 
quadratiques de la courbe qui r&olvent la singularity de plus en plus, 
mais que ce ftoctdi analydque conduit kii-m^e k une sine de fra^ 



(^ Om ibe Hi^ber Singularities of Plaite Curves [Proceed, of the London Ma- 
thenntkal Society, Vl, 1875 (1S73)]. 

(^ Skr ks foimU singuUers dts courbes algibriquss pianei [M6inoires prfeent^s 
pair (fivers srants ii'Acaddmie des Sciences, XXVI, oP a, 1877 (1874)] ; ou Journal 
de Liouviile, 3^^ s^ie, t. II; ou r«£tude» dans I'Appendice de la tradnction 
fran9aise des « Courbes planes » de M. Salmon. 

Rmd. Grc* UaUm.^ X. IV, parte 1*— Stampato il 15 marzo 1890. xa 



$0 M. NOETHER. 

ctions continues (*) d'oi!i se composent directement des nombres qui 
d^finissent la singularity (^). Ainsi^ on pent se demander : quelles sont , 
parmi les combinaisons de ces nombres de transformations, les nombres 
caractiristiques de Smith etHalphen? Ou, plus directement : quelles, 
parmi ces combinaisons, sont des nombres caractiristiques pour la sin- 
gularity ? Je ripondrai k ces questions en m'appuyant sur les idhcs et 
definitions de mon Mimoire dti. En publiant cette Note j'esp^ £ure 
mieux comprendre les relations qui existent entre les travaux de Smith 
et Ralph en et les miens. 

I. 

Dans ces §§ I-IV je ne parlerai que d'une seule branche multiple 
irrWuctible (cycle) Z d'un point singulier P d'une courbe algibri- 
que /, soit que / ne possMc qu'une branche en P , soit qu'on ait 
d^k sipar^ cette branche des autres par des transformations univo- 
ques de /. 

Soient x = jr = o les coordonn^s du point P^ y=zoh tangente 
de la branche Z. Soit Z >',-ple , c'est-i-dire que jc = o coupe Z en 
\ points en P; la tangente ^^ = 6 aura X points d 'intersection avec Z, 
od X > \. Je pose 

(l) X = /\ + \ (/ pontif et cntier i Xa < X, > 

Par les substitutions quadratiques successives 

(2) y = xy^, yi = xy,, ... y;^ = *>^, 

la courbe / se transforme m f^^ f^^ ... /|_, ; fi aura , coirespondant 
i Z, en jc = 0, ^, = , une branche Z,. Cette branche sera encore 
Xj-ple ; puisque Z^ est coupce par a: = o en \ points, par ^. = o en 



O Foir Hamburger, Zeitschrift for Mathemattk und Physik, XVI, 1871 et 
spdcialement : Kdnigsberger, Lefons sur la tbiorii desfimciions tilipHqms (9^<MLe- 
?on), Leipzig, Teubner, 1 874; N o e t h e r, G6it. Nachr . , 1 87 1 et Math. Anoalen, IX, 187 5. 

(**) Voir mon M^moire sur les points singu^iers, Math. Annalen, IX. 
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X — 1\> \ points; ^^,= sera la tangente de Z^. En substituant 
de plus 

ou, en tout, 

y = x'x^, 



la courbe / est transform^ en <p, (^, a,) , avec une branche Z^'^ en 
X = o, X, z=: o, qui est coupie par jc = o en X, points, par ;c, = o 
enX — /X, =^3 < X, points. Ainsi Z^*^ est X^- pie, avec la tangente x — o. 

A cause de cette demi^re circonstance, dans la substitution suivante 
11 &ut introduire une nouvelle variable au lieu de x. 

Soit 

. . \ = K\ + \ (\<Kh 

par ime substitution 

jc = xj' JC, 

on transforme la courbe 9, en 9, (x^ , jc,), avec une branche Z^*^ en 
Jf, = ^, = o, qui est couple par ^, = o (comme 9,) en \ points, par 
x, = o en \ — li\=^\ <^\ points. Z^*^ sera X^-ple , avec la tan- 
gente X, =0. II £iut alors substituer une nouvelle variable x^ au lieu de x^. 
Soit de m£me, pour les deux « nombres foudamentaux » X^ et X de Z : 



/ X =/x, + x. 



(3) 









par les substitutions successives 
on transforme la courbe / en 









?.(*. *.). ?»(-^. » *0. • • • ?,(v« » ^i)" 
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La courbe 9^., aura, correspondant k Z, uae branche Z^^'^ en 
x^^ = x^_^ = o, qui est coup^ par jc^, = o en ^^ points, par x^^ = o 
en ^^, points : une branche \-ple avec la tangente x^^ = o. 
La courbe f^, au contraire , n'aura plus sa branche correspoodaale 2^ 
en x^, = jc^ = o, i cause de 1^^, = o, mais en 

(5) Vi = ^> ^f = ^ (o4 c ?« o et 5^ 00); 

et Z^ aura \ points d'intersection avec *^_, = o. 

V est le plus grand commun di^seur de \ et X. Si ce nombre 
\^ est ^al ii I, la succession de transformations se termine par 9^, 
ou 9^, puisque dans ce cas Z^^*^ et Z^'^ sont des branches simples. 
Si \ > i> on continuera les transformations de 9^, d'apr&s le § suivant. 

Nous calculerons d'abord les contributions aux nombres de sin- 
gularitis de la branche Z qui sont foumies pas les transformations 

(4) de /. 

Dans la riduciion du genre p de /, It branche Z compte pour 

un point \- pie ordinaire, joint k une singularity qui est celle de la bian- 

che Z, de /, (2). Z, compte pour un point ^.-ple ordinaire, joint & la 

singularity de la branche Z, de /^ ; etc. Ainst : 

Z compte pour / points X^-ples ordinaires (situis successivetnent), 
joints i la singulariii de la branche Z^'^ de 9, (4); 

ZS'^ compte pour /, points X^-ples ordinaires, joints k la singularity 
de la branche Z^*^ de 9,; 

2(«-*) compte pour /^_, points X^-ples ordinaires^ joints k la sin- 
gularite de la branche Z^'^ de 9 . 

Done la rWuction totale du genre p due i Z devient : 

(6)D = i-/X.(X. - ,) + \IX(.\- + • • . +7 V.\(^-0 + A , 

OU D, dcsigne la reduction totale du genre de 9^ due i Z^'^ . En vertu 
dcs formules (3) on obtlent 

(7) D =i(x-xo(). -i)-i4(> _x,)(x -0+ ...+ix^.(x -i)+ A 

= lX(X.-i)-l(X-X,) + D,. 
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La branche irr^ucttble X*ple, Z, ooodent une cc ratntfication » 
de Tordre ^, — i (voir Math. Ann.^ DC); par Ik^ la dasse dela coarbe 
/ est r£duite par la branche Z de 

(8) R = 2D + (\^ i) = ^(^. - I) + (\- X) + 2D,. 

lei oa suppose X > X/, dans la formule (7) , h cause de la sy- 
mitrie en \ et X^ > peut fitre ^ X^. 



U. 
Si X^= I, on aura jD, = o et 

Si X^ > I , pour calculer Z), il fiiut tratisformer la branche Z^^ 
de 9f d'une mani&re analogue h (4). 

Pour avoir des denominatiocs de Z^*^ , analogues k celles de Z du 
S I, je pose 

(9) Z<t) = Z<''«V \=^, v. = 5» (x,-0-Cv. = X, 

oA ^ est difini par (j). 

La branche Z^'***^ de ?^(j<f,«,, x^) ^ 9^ part de 5 = 0, X =: ; 
5=0 coupera Z^''^^en [iL, points. Ainsi il y a 1 distinguer deux cas : 

a) Z^'**^ est une branche fit,-ple ; la tangente est diflfirentc de 
5 = o et est d&ignte par X = (C ?^ 00 ). Je suppose que cette tan- 
gente coupe Z^'*°^ en jjl points, 06 (a > fit,. 

b) Z^'***^ a 5 =: o pour tangente ; soit alors Z^*®^ une branche 
;x-ple, oCi fA <(tj« et soit X=^o une droite quelconque passant par 
le point x^_, =0, x^=zc et difKrente de $ = x^^ = o. Elle coupera 
Z^''**^ en ;x points • 
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it pour ces deux « nombres fondamentaux » pi, et (i de Z^'^^ 
dans le cas a\ conformiinent & (3) : 

|A = m ft, + fx, 

(■») ! (^r=^') 

par les substitutions successives 

(II) x=i'i„ i=i:'f^, 5.=5?5,, ... 5,_,=e7'5r 

la courbe 9^ sc transformera en 

Dans le cas i), (a < {i.^ , on n'a qu'i poser dans ces formules 
m^=o, [Aa=f''; d'oi!i la premiire des subsdtixtions(ii)devtent X=:^,9 
ce que Ton pent omettre. 

La courbe ^^ aura , correspondant k Z et ii Z^'*^' , tme branche 
Z^'*'^ , qui a son origine en 

(12) S,v-i = o, S.= t:,, oi c, ji^o et5i£oo, 

et qui est couple par ^^_j = o en (x^ points. Par li Ton aura, sembU- 
blemem k (7) : 

(13) A = 7f^([^. - 0-t(i^, - v-r) + A, 

ou D^ designe la r<^duction du genre de la courbe ^^ due h la branche 
Z^'*''^ . Ceite formule est vraie pour les deux cas a) et A), c'est-i-dirc pour 

Soit de m^e : 
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7j = o coupera 2^*'°^ en v^ points. II y aura encore deux nombres fon- 
damentaux de Z^'*^^ , v^ et y, ou v d6$igne Je nombre des intersections 

de 3 := avec Z^****^ et oil v ^ v^. 
Soit 

(15) v = nv,+v,, v,=fi,v,+Vj, ... v,_, = fi,.,v, ; 

(Vi < y^j , v^, = o). 

on transformera la courbe ^^ par les substitutions 

en 

La courbe x* aura uqe branche Z^*'*^ = Z^^'^^en 

coup6e par t),_j = o en v, points , avec deux nombres fondamentaux 
V, = p, et p. Pour D, on aura 

(17) /), = i.v(v,-i)-i.(v.-v,) + D„ 

06 Dj apparent k Z^'"**^ . 

En continuant ainsi, apris un nombre limits (*) d 'operations, la 
succession de nombres 



O Si le prooid& tah iilimh^y on aucait un nombre ia(ini de points multq^les de 
/ en Z. Dans ce cas Z ne serait pas irr6ductible et / contiendrait une courbi mul- 
tiple. La dtoionstration h plus simple de ce fait est la suivante : Soit /de I'ordre n; 
on peut aistoent construire une courbe F de I'ordre n — 2, adjoiote iifcn une par- 
tie de ces points multiples et qui coupe / en plus de if (n — 2) points; cette courbe 
F et / auront alors tme courbe f en commun, d'un ordre ^ ft — 2. Pour p on rai- 
Sonne de mftme, etc. 
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finia par t, et la rUuction D., appartenant Jk la branche smples 2t*-*) 
de la derni^re des couibes 



(«*) /. 9,» ^r. X.. »/f ••• » 

sera z&to. En risumant (7), (8), (13), (17), . . . on aura ainsi : 

(19) I 

[R = -k(X, — I) + {*({*, - I) + v(v, - I) + ... 



06 X > X,. 



m. 



Les formules (19) coadennent les oouples de nombres tondt' 
meQUuz 



(ao) \,\; |A,, m V,, v; p,, p; 



• • ■ 



des branches Z, Z('»**>, 2^"'^>, Z^^*^>, ... des courbes (i8); 
ft, ^tam le plus grand commun dtviseur de \ et \ 
v^ » » » » » * C'f ^^ (^> 

p, » » » » » » V, et V, 



les nombres (20) sont d6temiin& par 

(21) \, X; pj v; p; 

et Ton pourrait consid^er (2 i) ou (20) comme des nombres « caractf- 
ristiques » de la singularity Z de /• Mais si qudqiies oooibres smcceS'- 

sifs entre les dtviseurs 

sont £gaux entre eux, les sommcs des nombres correspondants de la sine 

\ V-p ^, p* • . • 
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entrent seulement dans les formules (19). II s'en suit qu'il suffira de con-> 
sid^rer seulement ces combinaisons conime des nombres caract^ristiques^ 
Soient : 

A, le premier des diviseurs v^ , p^ , (x^ , ... diflKrant de p., = A| , 

Aj » » » » Pi ^i I • • • ^ * ^» f 



> 



a, la somme des nombres, dans la sine p>9 v, p, a, . . . , qui cor^ 
respondent aux diviseurs igaux fi (a, = A^ ; 

a, la somme des nombres, dans la s6rie v, p, a, . . . , qui corre^ 
spondent aux diviseurs ^gaux ii A^; 

On aura \ comme plus grand commun diviseur de A ._, et a^, , et 

(23) «,>A,; A^^A,; A,>A,>A3> ... >A,>A^.= I. 
yappellerai Us couples de nombres 

(24) A^, at^; A,, a,; A,, a,; ... ; A^, a^ 

les « combinaisons caracUrisliques » de la singulariti dc la branche Z 
def. 

Par (19) on aura: 



(25)J 

'R = a,(A, _ I) + a,(A. - I) + . . . + a,(A,- i). 

D'ailleurs il est possible de donner une sigm'fication geom^nique 
directe ii ces combinaisons caractiristiques dans la thiorie de la tran- 
sformation univoque de la courbe/. Pour montrer cela, je supposeraij, 
par exemple, que Ton ait 

^ = ^ = Pi = ^.* ^. = ^,<^«> f^ + V + p = a,. 

Rini^ Ore, MaUm.^ t. IV, parte x/ — Stampato il 1 5 raarzo 1890. 1 5 
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Alors, les systicnes (lo) et (15) se rMuisent k leuis premi&res Equations 

ie groupc de transformations (11) se rfduit i la prcmiire (r = i): 

K\u\ transforme 9^ en ^^, avec une branche A,- pie Z^*'**^ en 
el avec la tangente 

as(5,-0 — ^.5 = 0, 

ijui coupe Z^*'**^ en v points. De mfinie , les transformations (16) se 
T^duiscnt i b premiAre d'entre elles (s := i) : 

qui transforme ^^ en jr^. y^ aura une branche Z^****\ passant par 

5 = 0, yi^ = c^ {7^ o, J^ 00), 

coup6e par ; = o en 1, points, et avec un deuxi^me nombre fondamental 
p ^ Aj , ou p est le nombre des intersections de Z^'®^ avec une droite 

De 7, on va i ir, (18), avec les nombrcs c, , <7, d'apris le § II; etc. 
Un risumant, on a pour le pi^ssage de 9^ i x, : 

x=;'*5.=5"'(^.+c.$+a)=rG-.+c.o + $-^"('^,+c,$+H). 

'j.> remplflcerai cette substitution par les deux sutvantes : 

(25) X - l^ic, + C.O - V^\c, + CJ) = X,. («,« «> I) 

(26)' X^-rzl'-'^'H. 
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Par la substiturion parabolique (26) b courbe (f^ sc transforme 
dans une courbe F^X^, S), avec une branche *Z, correspondant i Z 
de /. ^Z est multiple d'ordre (a, = A, ; puisque rintersection avec 5==o 
consiste en A, points, Tintersection avec sa tangente -X^ = o en autant 
de points que ceux de Tintersection de la branche Z^^'^^ dc la courbe Xi 
avec la courbe 

c'est-i-dire en 

(m + «)(A, + p=[x + v + p = a, 
points. 

Cette definition des nombres A, , a^ pour la courbe F, est tout- 
i-fait analogue i celle des nombres \z=\^ ^o = ^ P^"*^ '^ courbe 
/, ou de [Xj, ;x pour la courbe 9,^. On pent done dire que les combi-- 
liaisons caracliristiques de (24) 

appartiennent a la singulariti ^Z de F^^ aussi bien que (24) h /. 

Pour voir cela, on n*a qu'i continuer le procMi indiqut La 
transformation suivante de F, se forme en composant (26)' qui con-* 
diiit ii XI^ ^^^<^ <^^^^ ?"* transforme x, ^n :^,; et Ton a ainsi, 4 partir 
de (T, , <r , les m^mes couples de nombres que dans (20). On n'a 
qu'i ecrire 

au lieu de 

Si quelques uns des diviseurs a, , t, , ... sont 6gaux entre eux, par une 
transformation parabolique analogue i (26) on n*a qu*i substitucr une 
courbe F^ , avec les nombres fondamentaux A^ , o^ , au lieu de ^^ ; etc« 
Pour la s^rie de courbes ainsi obtenues 

les couples de nombres (24) sont les « nombres fondamentaux » de 
leurs branches 

^f ^9 ^> i^y«.*» 
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On a vu que F^ et <Pj(ou F, et 2r, , etc.) apportent les mfiraes reductions 
i D et i 2f. En effet, F, se d&luit de (p^ par une substitution pa- 
rabolique (26) qui ne rend pas inditerminit la valeur de X^ pour 
5 = 0, X = 0. Ainsi, les branches singuliires 'Z et Z^''°^ des courbes 
F, et f^ auront des points multiples ^ux en nombres et en succes- 
sion; avec cette seule difference que les points multiples de F, , cor- 
respondant i ceux de 9 qu*on pent dire situes success! vement sur la 
courbt paraholiqut 

sont situis successivement sur la droite X^zr o. 

IV. 

Je vais comparer les combinaisons (24) aux nombres caractiristiques 
tie Smith et de Halphen. Pour cela il faut consid6rer le develop- 
pement de y suivant les puissances ascendantes, k exposants fraction- 
naires, de x^ qui existe pour la branche singuliire Z de /. 

J'adopte la notation d'Halphen pour une sirie emigre (finie ou 
infinie) en /: 

dont le premier coefficient a^ est toujours supposi different de :(irOj 
sans pr^ciser d'ailleurs les coefficients a^. 

Le diveloppement de y procMera suivant les puissances ascendantes 



de x^^:^x'^~o: 






Posons, en (3): 



1- = P. 2l = p,, A = P„ ... ^ = {i,= i, ^^. = 0; 



I 



on aura 

1 J. Il » 

y = xh.[x^t] + jc>.i.[jc>.i], 
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oil Yi est, dans la suite des exposants ascendants avec le dtoominateur 
commun \=zS^^ le premier num^rateur qui ne soit pas divisible 
par \ = p.,. 

La premiere des substitutions (4) donnc 

dont Tinversion donnera (*) : 

Pi I Yi-^-P-i i 

X = xfK[xf^] + X^ ^« .[X;^tl 

Bn continuant les substitutions (4) on aura ainsi : 

x, — xfix.[x^^2] + x^ X. ,[xy.^l 



^, = [V«] + Vi^^ -[Vi^]- 



La function enticre [x^^] de jc^, commence par la constante cj^o, 
d'apres (5). Le diveloppement commen^ant par une fonction entiirc, 
on fera, d'apris ce qu'on a dit dans le § III, une substitution para- 
bolique de la forme (26). 

En posant [voir II (9) et III (26)] 

le dernier developpement devient 



Ici Yj — a^ est le nombre des points d'intersection de cette branche 



(•) yoir Ics iravaux dt<i$ dans les notes (*) ct (•*) dc I'introduction, p. 89. 
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*Z dc /%(-Xo> ^^^ -^0= ^i c'cst-4-dire = «, , d'apris la notatkm 
du S ni : 

Ti = ^ + «, = «o + «,. 

Le plus grand commun diviseur de \ et de a. (ou de y^) itak 
d6s]gn& par A,; soit 






ct soit de plus , dans la suite des exposants du d^vcloppement de 
X^f y, — a^ le premier des num^ateurs non divisibles par A, ; Ton 
aura : 

De cette branche 'Z de F, (X^,, 5) on passe (d'apris III) h une 
branche 'Z d'une courbe F^{Y^^ tq), comme de Z i *Z;et Ton aura 
un dcveloppement pour *Z: 

oJi: 

Y. = Ti + «a = «o+ «, + «,; 

Aj est le plus grand commun diviseur de A, et de y^; 



A, ^*' A. ~ A. •' 



Yj — y, est le premier des num^teurs des exposants non divisibles 
par Aj. 

Ainsi^ on ptut icrire le dlvdoppemtnt de y de la manure suivante i 



ao At ^o-M»i As a&^ai'k^t S} 

J = X Ao. [xAo] ^ X Ao . [jc^o] + X Ao . [x Ao] + 
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ok les A et les ol sont Us nomhres difinis en (22)-(24). 

II s'cn suit que nos combinaisons (24) sont essentiellement identi- 
<]ues aux noqibres caract^iristiques de Smith etdeHa Iphen: Smith 
fait usage des nombres A et des nombres 

To = «o» Yi=«o+«.> Ta = «o + «i+«a> ••• . Ya = «o + «i + - + «A> 

d'ou il suit, au lieu de (25), 



-7(ro-iXAo-A.)+KY-iXA-M+-+T(T»-iXA*-0. 

R - To(\ - A,) + Y, (A. - A,) + ... + Y,(Aj _ r); 
ct Ha Iphen des couples de nombres: 



I **i *•« '■j **3 **3 



V. 



Dans ce § j'envisagerai deux branches singuliires diffirentes^ par- 
lant d'un mi}me point P\ Tune Z appartenant i une courbe /, Tautre 
Z' appartenant i une courbe /'; et je chcrcherai le nombre S des 
points d'intersection de ces deux branches. Je n'exclus pas le cas oil la 
courbe /' serait identique i la courbe /. Pour cette recherche je repren- 
drai les notations des §§ I et II, en ajoutant partout un accent aux 
lettres relatives i /'. 

Supposons qu'on ait, dans les formuks (3), (5), (9), (ro), (14) 
^t(i5): 



V 



c^=c, C = C, 



^-^ c'-c C-C 



v' . V 



T5^ 



\ - '*^ 



A 
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Ton aura 

oji k est un nombre rationnel. D'aprfe ce que j'ai dimontri dans ixkhi 
M^moire (Math. Annalen, DC ou XXm) on a 

oil £, est le nombre des intersections des branches Z, , Z", des courbes 
qui sc d^uisent de /, /' par la substitution y = xy^ de (2). En con- 
tinuant h appliquer les subsututions (2) on a ainsi 

oi 2; est le nombre des intersections des branches Z^*^ , Z^'^' des cour- 
'>es 9, , 9; (4); et enfin, par (4) : 

s=znx + i^\X+ ... +i^xy,+ s,, 

oi 5, est le m&ne nombre relatif aux branches Z^^ = Z^''®^ de ^^ 
et Z(''°> de 9; (9). 

Par les formules (3) on a: 

ou, sous forme symetrique: 

(27) s=-^(x,v + y,x) + s,. 

On a, de m£me : 
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oil 5, est le nombre des intersections des branches Z^'"'^ = Z^*'"^ de <j/, 
et Z<''°'' de f'(i2)- 
Soit, en (ij) : 



• h 






mais en 

Les substitutions de (16), appartenant k ces nombres , transfor- 
ment les courbes ^^, ^^ en 

Xi> Xi5 Xt9 Xa> • • • J Xj* X/* 

Les courbes X/> X/ ^^uront des branches Z^'*^, Z^**'^' qui partent 
du mfime point (Y)y_, = Y)y = o) ; Z^'*'^ est multiple de Tordre v^, 
(< v/), avec la tangente y)^, = 0; Z^'*'^' de Tordre vj (^ vj^,), avec 
la tangente Y)y = o. L'on aura, par cons^uent : 

= tO. ^' + < ^) - (- ^y i;(y< - ^' ^) 

= V v', pour / impair, mais = v' v, pour / pair; 
Rmd. Ore, Matm.^ t. IV, parte i^^Stampato il 15 marzo 1890. 14 
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c'est-i-dire 





5, = vv;, 


si 


v' 
v' 

I 


> 


V 

• 

V.' 




5, = v'v., 


si 


v' 

< 


< 


V 

• 


Si Ton a aussi 


v' V 






m 






v~"r 


> 




c\ 


T^f.. 




I 1 










on aura 


• ■ • 








• .*•■• 




5; = vv; = 


= y' 


'\- 




Si 












v' 


V 


» — 


= ^ 


9 


c,?^c.. 



on aura j ^=^s^ et les deux courbes /^, yj auront des branches 2^***^ 
Z^***)' qui partem du nicme point , mais nvec des tangentes diff(hen- 
tcs. Z^'*'^ est multiple d'ordre v, z=:p,, ZS'^'^' est multiple d'ordrc 
v'=f', =:ipj; ainsi Ton aura: 

Dans tons ces cas: 

D'apris ces regies on pent construire , d'une mani^re tout-^-fait 
analogue, la formule gcnerale dc S dans tous les cas. Ici aussi, comme 
dans le § III, on peut introduire une simplification. 

Si, parmi les nombres jx^ , v^ , p^ , . . . , 11 y en a quelques-uns 
qui sont successifs et 6gaux enire eux et qui entrent en mcme temps 
dans la formule de 5" (except^ la correction 5', analogue in 5,) , la 
mSme chose arrive pour les nombres correspondants de la suite 
V-iy \y pi' ••• > ^^ ^^^^^ ^^ P^"^ ajouter les nombres correspondants 
des suites 

(i., V, p, ... (i.', v', p', 
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dans la fonnule de 5. Ainsi Ton aura 

uu 

A ~ A' ' A ~ A' ' • • • ' A ~ A' 

et y est une correction que j'ai d^terminde plus haut dans tous les 
COS. En introduisant le diviseur A^ des a. et A- , et le diviseur A^ des 
ol'. et AJ (i = 0, I, . • . , ^ — i), et en posant; 



«! _ «! 



A; a: 



^=;^ = P., ^ = ^ = d, (1=0.1,..^- 1), 

on aura 

o 

Dans le cas oi les deux branches Z et Z' appartiennent fi une 
tn&ne courbe/, on peut faire usage de la formule donnie de 5, pour 
calculer les rldtutions D^ et R^ du genre et de la <r/j«e de / dfls h. I'en- 
setnble des deux branches. Soient D ct R les reductions (19) ou (25) 
dus i Z ct D, R' celles dus i Z'; Ton aura : 

(28) D^ = D + iy + S, 

(28)' i?, = U + ij' + 25= 2i>„ + (X. - I) + (X; - I). 

On peut d^uire ais^ment cette formule de D^ , de la th^orie de 
la resolution d'un point singulier par des transformations quadrati- 
ques. Virifions-la pour les nombres dc transformation donnes. 

Soit 

>/ _ J. , 

on a, scmblablement i (6) : 

^,=T^(^. + K){\ + >: - + 4 Ki\ + K)i\ + K - + 

+ •.. +tV.(\+\')(\+^;-o + ^,.,, 
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oJi D^j d&igne la r^uction totale du gcare de la courbe 9^ due aux 
branches Z^^> et Z^^^ dc 9,. Par (3) : 

^0= [t^(^. - - t(^. - \)] + [t^'(^: - - t(^: - ^p] 

En comparant cette formule h (7) et (27) on diduit imm^ate- 
ment la formule (28). 

On pent exprimer cette &)uation (28) en d'autres mots. £crivons 

et obsCTvons que -^^O^j — i) lui-mfime peut 6tre considM, si Ton 
veut, commc le nombre des intersections mutuelles des \ el^ents 
d'une branche Vp'^ irrMuctible^ sans ^ard 1 la ramification de la 
branche; ainsi Ton dira que : 

D^ est le nombre des intersections mutuelles^ sans igard a la rMmi- 
ficaliony qui existent^ dans tous les points multiples dont est composie la 
singulariti de f, entre les iliments dc ces points. 

De m£me: R^ est le double du nombre pricidcnt^ mats en ayant 
Igard a la ramification d'aprh la formule (28)'. 



Erlaogen. 



M. NOETHER. 
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SUR UN PROBLfiME DE CONTACT DE M. DE JONQUlfeRES; 



par M.Georges Humbert, ^ Paris. 



Adaoania del 36 geniujo 1S90. 



Dans UQ Mimoire public au tome 66 du Joumdl de Cr ell e, aussi 
origiQal par la m^hode que remarquable par les risultats , M. de 
Jonqui&res a demontr^, par des considerations purement g&)mtoi- 
queSy une formule importante qui fait connaitre , d'une manifoe g6n6- 
rale, le nombre des courbes alg^briques planes d'un degri doling ayant, 
avec des courbes fixes, des contacts de nombre et de nature donn^. 
M. de Jonqui&res a ^alement indiqu^ la marche k suivre j)our 
appliquer cette formule au cas des courbes gaudies. 

Plus tard, Halphen et M. Brill ont eu occasion de traiter le 
m£me probl&me, au moins dans des cas paniculiers, et ont vhn&t la 
formule deM.de Jonqui&res, en tenant compte des solouons qu*y 
iotroduit Texistence, sur Tune des courbes fixes^ de points singuliers ^ 
branches non distinaes. 

C'est d'une verification analogue qu'il s'agit dans cette Note; le 
probieme que nous chercherons k risoudre est le suivant : 

Bant darml un sysAtne litiiaire p — i fois infini de surfaces algi- 
briques Satire n, 

(i) x,(p, + a,9, + . . . + «p?p = o 
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trouver U nomhre dt ces surfaces qui ont, en un pointy avec unt courk, 
plane ou gauche, C, d*orJre met de genre p, un contact d*ordre p — i. 

L*emploi des fonctions tWtafuchsiennes de M. Poincari parmet 
de r&oudre presque imm^Jiatement cette question; nous supposcrons 
simplement connues les deux propositions suivantes: 

I* Les coordonnies x^, x, , x^, x^ d'un point de la courbe C 
sont propomonnelles 1 quatrc fonctions thCiafuchsiennes ©,(«), ^aWi 
9j(a), 0^(M)delapremiirefamille, et d'ordre [1, c'est-i-dire telles que 
Ton ait: 

en d&ignant par ^ — -— une quelconque des substitutions du groupe 

fucbsien correspondant, et en supposnnt Pt — y^ = ^^• 

2** Toute fonction th^afuchsienne d'ordre ft et de genre p a 
2(i(p — i) ziros dans le polygone fondamental. 

II r^sulte de ces deux propositions que le degr6 m de la courbe 
C est 2<a(^ — j) ^ jt^ en dfaignant par A le nombre des z6ros com- 
muns aux quatre fonctions ^^(m), Oj(a), Oj(ii), O^(fi); car c'est le 
nombre des points ob la courbe C est couple par un plan quelconque. 
Cela posi, les arguments des points d 'intersection d'une surface 
du systime (i) avec C s'obtiennent en renipla^ant , dans T^quation 
(i), X, , x„ X,, x^ par 0,00, ^,00> ^}00» ^4(")> ^^'^^ ?(**) ^^ ^oncixon 
?[^i('0» ^»(")> ^sMi ^4 00]» I'^quation aux arguments sera: 

(3) «,?.00 + «.?aM ^- . . • 4- «.??00 = 

D'aprcs ce qui precede, 9,00> ?2('0i • • • ?p(**) sont des fonctions 
thitafuchsiennes holomorphes d'ordre n (x , admettant les k zeros , 
CO,, w,, ... Wjt, communs i 0,(/i), 0,(a), OjOO> ^4(")» ^^ degr^ 
« de multiplicity. 

Pour qu'cn un point d' argument u une des surfaces (i) ait un 
contact d'ordre p — i avec C, il faut que les quaniit& w, x, , «, , ... ol^ 
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virifient r^quation (3) et ses p — i premieres dirivies , c'est-i-dire 
que Ton ait : 



(4) 



«.?!(«) + «»?»(«) + • • • + «(.??(«) — o 



a,(p(?-0(«)+a,(p(P-0(a)4-. . .+ap(p^P-)5:o. 
ct par suite les valeurs de u sont donn^es par I'^quation : 



(5) 



?. (») ?» (») 



?p(«) 



= 0, 



9(p-O(/0?C?-O(m) ... 9fr'>(«) 



Toute la question revient done h, chercher le nombre des z^ros 
de ce determinant, que nous d6signeron$ par F (u). 

Je dis que F(u) est une fonction thfiiafuchsienne (holomorphe, 
^videmment) et dont Tordre est facile h ^valuer. 

On a en effet , 9(1*) d&ignant une quelconque des fonctions 
9i» ?»> •• • ?p> V^^ s^"^ ^^s fonctions tiiStafuchsiennes d'ordre «{x: 



C6) 



?(l^e) = ?(»)(^« + ')'•*' 



(ji;qr^9'(5^)=?'(»)(^«+0"^+2«f^S9(«)(X« + 0'*-', 



c'est-^-dire 



(7) 9' k" t ^) = ?'(«)(*« + e)»(«(H^O + 2«(A89(a)(8« + £)"!»+.. 
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Si Van remplace, dans F(u)y u par ^ — ^-^ , on voit que tons 

les tennes de la premiire ligne se reproduisent multipli& par (Sm + e)*"»*, 
d'apr&s (6); il n'en est pas de m^me des termes de la seconde ligne 
(nouvelle) , mais si Ton retranche de diacun d'eux ie terme correspon- 
dant de la premi&re (nouvelle), multiplii par le facteur iniL^ (^u + ^), 
on voit que les tennes xle la seconde ligne (nouvelle) deviennent 

lis reproduisent done les termes de la seconde ligne primitive multi- 
plifa par (Xu + ty(f^O. 

Ce raisonnement s 'applique 6videmment aux lignes suivantes, et 

Ton voit que le determinant F I Z — ^-i j reproduit le determinant 

F(u); seulement les termes de la premiere ligne de F(u) y sont multiplies 
par (Xii + ty'^, et en gintral ceux de la j^~S par (Xw + e)>("»*^^0: 

par suite fI-j — T"^) est egalif(tt),multiplie par le facteur (S» + 0? 

eieve k la puissance: 

2II(X + 2{n^ + + ... + 2(ll(X + p — i), 

c*est-i-dire 

ififLf + p(p— 0- 

En d'autres termes F(u) est une fonction thitafuchsienne holo- 
morphe d'ordre wp.? + •7p(p — 0, de mfime groupe que les fon- 

tions O, , 0,, 0j, 8^. 

Le nombre des zfcros de F(u) est done, d'apris 2°, igal h 

[2{l«p + p(p— !)](/>— i), 

mais ce nombre ne reprisente pas celui des solutions de la question 
gtometrique, parce que, parmiles z^ros, figurent les quantitis w, , w,, ...Wj^, 
qu'on doit en retrancber. Or les termes de la premiire ligne de F(u) 
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admettent, comme on Ta dit, w, , w, , ... «j^ comme z^os multiples 
d*ordre n; ceux de la seconds Kgne les admettent au degr^ n — i, et 
ainsi de suite; on en conclut ais^ment, par des consid^atiotis' d'algi- 
bre tr^s simples, que F(ti) admet chacun de ces k ziros au degri pw; 
par consequent les autres ztros de F(u) sont au n($mbre dc 

2(t«p(p—l) + p(p— !)(/>— l) — *pff, 

c*est-i-dire, puisque le degri iw, de C, est 2 [/.(/) — i) — i, 

ninf + f{f—i)(p—i). 
Ainsi : 

1. -^ Le nombre des surfaces d'un sysihne linlmre d* afire n, p — i 
jcis infitn^ qui ont avec une courbe d^ordre m et de genre py un eantact 
d*ardre p — i en un point, est igal h 

mn^ + p(p — i)(p — 1). 

Si les surfaces du systhne passent toutes par q paints fixes (disdncts 
ou confbndos) de la courbe C, le raisonnement &it plus haut pour les 
z^os 6>, , (0, , ... ifi^ montre que le nombre pricidmt d&ii lire dimi* 
nui de q^, si Ton exclut les surfaces pour lesquelles le point de con- 
tact avec C est un de ces points fixes. 

Dans tout ce qui precMe, on suppose essentiellemeDC que la courbe 
C n'a pas d 'autres points singuliers que des points multiples i tafigeo- 
tes disdnctes. 

Enfin, une autre modification doit £tre introduite dans k formule 
si quelqu'une des surfaces du syst^me passe par la courbe : si, en ef^ 
fet, les fonctions 9, (a), 9,(11), . . • 9*00, sont identiquement nulles, 
c'est-^-dire si les surfaces du systime 

«.?. + «!?»+ ••• + «A?* = o 
passent par la courbe C, T^quation (3) se rMuit h 

»H.?H« W + «Ha?HiM + - • + «p?p(«) = 

Rend. Ctrc. Matem.y t IV, parte 1/ — Stampato il 25 tnarzo 1890. i s 
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et, le nombre des paramitres a n' itmt plus que p — b^ oa poam 
sculement ^ublir un conuct d'orde p — b — i : la fonnule nste aloR 
vraie en remplafaQt p par p — b; on peut dire que : 

n. — Si b surfaces dm sysAme^ liniairemeni disikuies, passnU por 
la courbe C, k nonibre des points de C oU une surface du sysikmeam 
contact d*ordre f — b — i avu la courbe , sans la comknir kmte oh 
tihre, est Igal h 

mn(f — b) + (f — b)(f — b—i)(p— i). 

ExEicpLES. — Le nombre des plans stationnaires d'une cooibe 
gauche d'ordre m et de genre p est 4111 + i2(p — i); le nombre 
des points dicitactiques, c'est-^-dire des points oil une qtiadrique a on 
contact du neuvi^e ordre avec la courbe, estaom-f ^(p — i), 
si la courbe n'est pas sur une quadrique. Si elle est sur une quadri- 
que, le nombre des points oil uoe quadrique a un contact d'oidre huit 
avec elle, sans la contenir toute entiire , est i8m + T2(p — i). Si 
la courbe est sur deux quadriques (biquadratique gauche) le nombre des 
points o& une quadrique a un contact d'ordre sept avec die , sans la 
contenir toute entiire , est ^al h i6m + $6(p — i) , ou , puisque 
m = 4, ^ = I, ^al k 64: risultat qui Concorde avec celui que dooae 
la thtorie des fonctions elliptiques. 

Le nombre des sommets d'une courbe gauche , c*est-i-4ire des 
points o& la sphere oscuktrice a un contact d'un ordre supirkur au tim- 
siime, est de m6me 10 m + 2o(p — i), si la courbe n'est pas sur 
une sphere. 



Palerroe, 26 janTier 189a 



Georges Humbert. 
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SULLA DETERMINAZIONE DEGLI OMBELICHI 
DELLE SUPERFICIE TETRAEDRICHE ; 

di Ernesto Lobon, 

prof, di lUtCfuaticbe nel Lieco CarkMMgno di Pvigi, redtttore capo del Balkan sduf^fyMi. 

(riassukto dell'autorb). 



AJunansa del a} febbrejo il^o. 



L'Accademia delle Scienze di Parigi aveva proposto come argo- 
mento del Concorso pel gran premto ddle scienze matetnatiche, nel- 
I'anno 1886, la seguente questione: 

Siudiare le superficie cbt ammettono tuiti ipiani di simmeiria it mno 
dci poliedri regqlari. 

In un qmscolo (*) ho £itto il sunto di qudla parte dei miei la- 
vori su questo argomento che dipende soltanto dalla Geometria ana- 
lidca. Riassumo qui le mie ricerche relative agli otnbdicbi delle super- 
ficie tetraedriche S^ che ammettono i set pkm di simmetria d'un te- 
traedro r^olare, detto direttore, la cui equazione & 

(i) o = fl + b(x^ +y + ;j«) + 2xy^^ 



« Sur ks surfaces admeitant Us piUms i$ symMrk M 
cube*, Estratto dz\ Journal de MalhimaUqms sfkkki (P. 
48 p. in-8% — Veggasi bcosi: MalhesU, fiudooto dl Mlb 






Gir>fre x : - > :* , -' > o ; 



2 : -: < , .' > o , -X - *^ > 



t 3 ; -: < > , - > o , J - r = o ; 



Per trorarc pi omStlfchi de-Ue 5, , basu risolverc i doe 
formati da .la equazicoe (x) e 
I' dailc equazioni 



(2) Ar=T 



y ^ 



\ 9 



0) /= 

2' dalle equazioni (2) e 

(4; o = *»(*»+ y ~ ;c*) + 3 ^'v^ + * Jr(*' + r + r) + »'jr V. 

Al vL^/tcfiia dellc equazioni (i), (2) e (3) corrispondono d^Ii om- 
l*AkU\ uMc (juattro :i\ic///x del tetraedro direttore di 5.; i^Ki ombeli" 
I hi sono in nunuro di : uno pti gencri 1^4; tn pel genert 2 ; f /aro 
centri di curvatura sono sulk aUei:^e del tetraedro direttore, 

II sMcxuaL dcllc equa^iuni (i), (2) e (4) conduce alk tre se- 
^iicnti equazioni: 

(6J o = /»';?: -|. 2i.x* + ix\ 

(7) o=*<-f- X*; 

die fonnano due sistetni, coniposti, I'uno dalle equazioni (5) e (6)» 
Taltro dalle ei|uaziuni (5) e (7). 
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Dal primo sistema si deduce Tequazione 

(8) = *;(' + (a — 2b^)7i + lab. 

Discutendo quest' ultima equazione si vede facilmente che U numero 
degli ombelichi^ dati dalle equaTjoni (5) c (6), I due qtuiUro, secondo 
che la 5j appartkne al gertere i ovuero al getter e 2. 

Si riconosce inoltre che al sistema delle equazioni (5) e (7) non 
corrisponde alcun ombelico. 

E finalmenie, per la S^ del genere 3, da me uominata Utraedrotde^ 
si ha questo teorema : 

// tetratdroide possiede quattro ombelichi , che sono i punti , a//'in- 
fuori del vertici del telraedro inscritto , in cut le alU[:(e di qiust^ultimo 
incontrano il teiraedroide. I loro unlri di curvalura sono 1 verUci del te- 
traedro inscritto, opposti agli ombelichi. 



Parigi, 18 febbrajo 1890. 



E. Lbbok. 



Its 
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SOPRA IL SISTEMA DI QUADRICHE 

CHE HANNO Un-PLA POLARE COMUNE ; 
NotadiGesare Burali-Forti, in Torino. 



Adttaaiisa del 26 gennajo 1890. 



I. L'equazione di una delle (oo)" ' quadriche del sistema 6 

y ^ijcf ^ 0, essendo x le coordinate omogenee degli 5*^, di uno spazio 

lineare 5«.i ad n — i dimensioni, riferite all'/i-pla polare di tutte le 
quadriche del sistema. 

Le g possono esser considerate come coordinate omogenee dei 
punti di un S^^^ la cui «-pla fondamentale sia arbitraria. Indichercmo 
con S*^ gli spazi ad r dimensioni appartenenti all'fi-pla fondamentale 
di Sl_^ e ricorderemo che : 

Esislono (^ f j) ^p^^K} ^*r\ P^^ "'* ^*r pc^ssano \~^) spa^iS*^. 

Per il discriminante 1 della quadrica del sistema abbiamo 
^=^ gigt • ' ' g^i c quindi la varieti l = o i dell'ordlne^ « e si 
spezza negli 5* deir«-pla fondamentale di 5^_, . 

Una condizione O^^^ esprimente il contatto della quadrica del 
sistema con un 5,., , ha un'equazione della forma 

essendo u le [ ^ J coordinate dell'^^^j. Quando le H sono date, B,_, = g 
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h Tequazione di una variety di ordine 5 ad n — a dimensioni, conte- 
nuta neir5^, . £ facile vedere che : la varieth 0,_, ::=: o contUnt Mti 
gU 5*,_, alia inoUeplicita r — i (r = 2, 3, . . . j). 

2. Indichiamo con e, il numero degli S, a cui devono esser tan- 
genti le quadriche del sistema , e con (t^, e, , e^, ... , e^ la ca- 

ratteristica generica del sistema stesso. Esistono I ^~\ jcaratteristiche 

(II — a \ ^ 

«. _ J j (prendendo di - la parte intera) cor- 

rispondono a se stesse: avendosi poi 



non avremo da calcolare effettivamente che 



caratteristiche. 



ii(r/)+(r--) 



3 . Si potr^ determinare il numero (<o t 'o • • • s»-t) 9 cercando 
gli ordini delle successive intersezioni delle O, a partire dalle S^^^ , avendo 
cura di toglierc da ogni intersezione gli S* che si staccano, e ridurre 
anche le molteplidtik degli 5* rimanend. 

Se poniamo 

(0 ^,= «,+ «m+ ••• +«•.« 

e supponiamo che, essendo c, > o, si abbia e, ^ if «— x, & chiaro che 
prese n — s delle O , a panire dalle ©^, , dall'intersezkme ♦,_, di 
queste si staccheranno gli 5*,_,; dall'intersezione di •^^ conun'altra 
delle ©,, si staccheranno gli 5*,_,, e cosl di s^^uito. Vicevcisa, sc^ 
vogliamo che prese n — s delle 9 si stacchino dall'intersezione gli 5*^, , 
bisogneri che si abbia e, > o e e^^m — s. Dunque : 

Determinando le successive intersezioni delle ©, a pariire dalle ©,,^ , 
si trover a che si staccano degli S* adoperando quelle 6, per k quali (es- 
sendo evidentemente «, > o) si ha e^ n-^s. 



I CESARB BURALl-FORTI. 

4. Supponiamo on che csscndo c, >oedr, >ii — s lltfc^ 
nc ♦, di If — s — I delle B, contenga gli 5*^ (A = o, i, . . . J— i) 
i molteplicitii ^,-h^i (ridotta o no secondo che s non i od i il fi 
nde det valori di s per il quale si ha e,^: n — 5). L'interseziooedi 
con una delle rimanenti 6, i una varied #^, da ciu si stacoBO 
S^,^t i V P^^ ^ P^' ^ qnaXc gli 5*^ rimangono maldjrii secodo 
— b) x^ ^ , diminuito del prodotto di oc^ per il oumefD dc|^ 5^4 
I passano per 5*^. Lo stesso dtcasi per le successive intersezioiii am 
rimaneoti 8,. 

Indichiamo allora con I^j^h moiteplidti ridotta degli ^Vt-t?" 
tenenti alia 4^^.^ , intersezione di 4^^ con r delie rimanenti 9,{frjk^^ 

h < r). Avremo 

! vale anche per r = i quando si ponga 

h^l = *A- 
icando con v^ I'ordine (ridotto) di ^^^^ a\Temo 

IV = (^ + i)tv«. — rl^,,^, (^ _ J* 4. ,)• 

Poncndo nella (2), b'=,s deductamo subito che: 

Facendo variarc tielle I.j, ^ e x^y Vindice b fino ad 5 m kogo A 

ad s — I, e ponendo a, = v^ si ha /,, = i\ (*). 

Dalle (2) si ha facilmente 

/,..K*+.y..-|/-.)'(r-,)f7')(,r:t+.)^ 



(*) Supponendo che il sistema che si consklen sii in rnio sptiio $d 114-*'' 
msioni e che per esso si abbia f^^^ ^ 0^ n- <") — U + fO ^ oneogooo tncot^' 
1) per le /, e quindi sc per il sistenoa ad » — i dimensioai si hanno le tati^ 
I 9, (da a0 ad qC|_,) .che per il sistema ad n-^- pi — i dtmensioniy le 7^,^ di <f^ 
contengono tutte le / di quello, e ami le Ir^, del sistema ad n-i-m — i dimci^ 
i sono egiuli alle tv det sistema ad » — i dimensioni se 1% di quelle h cgiU^* 
o di questo. 



SOPHA IL STSrFBMA m Q^ADRICHB, ETC. 12 1 

e quiDcKy {x>nendo in questa h^zs^ ^,:=zv^^ 

(5) .M'+.>-|,(-K'-«y(7")0_,+,+,) 

In partkolare per^ = ff — asiha 

w t.=ci::)' ''=0+:) 

die valgono anche per r = o. 

5. Le formule (4) e (5) potriooo essere adopenKe]^kptaticSi per 
calcolare le caratteristiche del sistema, nel modo seguente. Determi- 
niamo i valori p^ q, r, . . . (p > 9 > r > . . . ) di i cbe sodis£u^^ 
alle condizioni c, > o, e, =^ fi — 5» supposto che p sia il pii!i grande di 
tali valori. La *^, interjezione d\ n — p — i delle # (tra le quali vi 
i almeno una delle 9^) sarii dell'ordine 

se per ottenere •^ si sono presep' delle O^; e contend gli 5*^ (h zr 0, 
!,.../> — i) alia molteplicid 

(p — hy(p~h+ O'A^' ... (fi-*-3)*--3(fi — * — 2y— . 

Le fonnule (4) e (;) diinno Toniine v della i^n-i^i e le moltepU- 
«^ P07 ^ • • • ?«»-*/-» *^^ 9^'* contiene gli 5*^5*, . . . 5*,-,^-,. 

Fatto ci6 si passa aHe O^. Se occorre prendere q' delle 6^ perchi 
con le altte e^, 9 se ne siano prese n — q — 1^ Tordlne di ^^ s«ri 

<9 + ifC? + 2)'^' . • . + iy^p"^. 
e ♦j contend gli S*j, (h = o^ i, ... y — i) alle moltepliciti 



e St ap^icheRUmo ancon le (4) e (;), etc 

itoi. Onrr. i£itaii., t. IV, parte i*— Stampato il a$ mano 1890. 16 



IM 
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AIB lUKALI-roRTt. 



6. Quando per ncssuo valore di i si ha <,^ n — s alhtfa 

(7) («.. s,. ... «,_.) = 2". 3'» ... (■- ly-.. 

Quando & t il pib gnnde valore di s chesoddtsfi aUa.coiid 
'. ^ w — J, (si Iia in ul caso «„ = o e, ^ « — i , nu 
zione non i sufficienteX BUora 



(8) (0. «., «. 
(9) 



sufficienteX BUora 



qoesta i 



3"....(« — i)""-* — ir.a'*. }•»„..(«_ 
Se >,s K ~ I allon dalta (0 si ha 



(o, o, ... 0, «, , 0, ... o) = (f + i)"~' 

Diamo on i valori delle caratcrristiche del sistema per ms^, 4, 
segnando con un asterisco quelle per le quali i applicabile la (' 

« = 3 



isr='0:"r= 



= .;l!:!r=3-,|j:;|=4;|...|- = 6;| 

• = 5 



l4oo«r— ,. |3"«>r_ ,. i3»<»r_ ,. ijooir— 

1 0004 1 ~ '1 0013 1 ~ '1 0103 1 ~ * ' 1 1003 1 ~ 



i"'°r= 



|""r=..; 1"°' 
1 0310 



aioi I* 0. laoaol* 



'= 0; i""r=i3 

— ' ' I iioi — 



;;r="no"°r=-»' lo3Sl=" 



11300 
1 0031 
10400 
1 0040 



>I1I I I I03I I I D311 I 

'*" =14; IoMo|=i6; |iiii|*=:a4; |8oo3(=6 

n = 6 

|Soooor_ 1 41000 1*— 1 40100 r_ |4ooiol*_ [40001 

1 00005 1 '1 00014 1 '1 00104 1 •*'|oioo4| '*'|iooo4 

3aooor_ |3iioo|'„ -.31010 *_ g. I 31001 !•„ I 30300 

00033 1 * ' I 00113 t > 1 01013 1 ' 1 10013 I ' I ooaoj 
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W3 



301 lO 

01 103 

23000 
00032 

2IIIO 
OIII2 

20300 
00302 

20030 
03002 

I3OOI 
1003 1 

I20II 
1 102 1 

1 1030 
0301 1 

10040 
04001 

03110 
01 130 

20102 [ 



13 12 

= 8 

k 
= 24 

> 

= 27 

= 44 

k 
= 40 

= 80 

= 88 

= 56 
= 60 

= 30 



30101 
10103 

22100 
00122 

21101 
10112 

20210 
01202 

20021 
12002 

12200 
00221 

1 1300 
00311 

10400 
00401 

05000 
00050 

03020 
02030 



|iiiii|*z= 



= 15 
ZZZ12 

= 30 
= 36 
= 40 

= 36 

= 54 
= 66 

= 26 

= 74 
120 



30020 
02003 

22010 
01022 

21020 
02012 

20201 
10S02 

14000 
00041 

12110 
01121 

ixaio 
01211 

I ip3io 
1 01301 

04100 
00 1^0 

02300 
00320 

1 0301 I 

I 02120 I 



:x6 
16 

3« 

45 
16 

48 
72 

36 

60 

90 
84 



3001 1 
1 1003 

2200i 
X0022 

2IOII 

xioia 

20120 
02102 

13x00 
OOI3I 

taioi 

IOI2X 

IX80I 
I02IX 

10220 
0220X 

04010 
0x040 

022X0 
0x220 

I 0*3X0 I 

n 



120 

:2o 
40 
48 

a4 
60 

90 

84 
46 
72 
7» 



30002 I 
aooojj 

81200 
002x2 

2x002 
aooxa 

aoxxi 
iiioa 

X40S0 I*. 
OX03X I • 

xaoao l\ 
0203 1 1 * 

xixao * 
oaxxx 

I XOX30 
I ojxox 

ojaoo 
00335 

1 0x400 I 
I 00410 I 

1 00500 1 



:io 
:x8 
lao 
:6o 

•3a 

:64 

96 

^7« 
148 

66 
66 



Toriao, gennajo 1890. 



Cesare Burali-Foeti. 



(*) U tnetodo iodicato dal sig. Ha I p he 11 per la determinazicme delle caratte* 
ristiche dei sistetni (oo)< dl conkhe e di quadriche (Journal de T^cole Pdytechni- 
qoe, XLV. c), e da me esteso ai nstenri ( 00)' di coniche e idi quadriche (CSomale 
di Matematiche, vol. XXVU) pu6 essere ddlmente esteso ancbe ai sistetni (c^y di 
quadriche in uno spazio lineare ad t — i ditnensioni. Far6 sokiQlo vedere oome ie 
carattmsUcbi dtlla eondixione^ possano ottenersi e dar6 Tespressione dell*ordine infi- 
nitesimale minimo della condizione. 

Una delle quadriche del sistema, riferita ad un:i delle sue n-ple poUri, avcA una 

equazione della forma ^ / j xf = o, ove Ic f sono funzioni omogenee e raiioiitli (fi 
1+2 variahili legate da una relazione che 6 reqnazione della varieti to#ad / dimension!. 



U condisioiie 8 pu6 porsi sotto la forma (twi^ H alp hen 1. c.) B^^^^'fs*-^! 



Hi 



e in essa esistono « !, o ^. .^. sc r, s, /, ... delle ir sono c^uali, termini cfae hanno i 
medesimi espooeoti ir. lodklieremo questi termJni coo ( ir^ ir, . . . ir« ) wppMo che 



>M 
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H abUi V, ^ Ka ^ «, ^ ... ^ X, ; con (« . . . ic^ I 
acHa caaSUoat dude 9*, wppowi Mmpie n^^zv^,^ . • . : 

Sc coo ^, t' iotliclriicno gli ordini di S, 9f, i 
(I) c = it, + ir,+ ... -!-x,t «»=:<+<+...+< 

(1) B, = «*>ln>0'fi(«rt..+«rt»-r ■■• + ".)*. < = iiaii«n«o *«», + . 
rtantndD igEc, Crist' eK„s=«^ = oper i«^« — i. 

SI pwM dalU e iDa e> uaibuDdo | Ib 1 , <)DiiMfi per le (i) e (a) 

(J) T., = tt- <_^, - «; : «; rf « - «»^, — *i . 

Somrnando le uldnw h - r ddle ()) e tcncDdo conto Mle (>) si h 
(4) .„-(r-i)*«-r<+<; <_=(r - i)e -r«. +i 

drik quiH, laroducmlo i numeri ^ >i hi 
()) ?- = »,-, — !»,+ »,+, = <-^. — a *:-, + *Urtr- 

U ^, corrHponde dualhticaincnie a jJ,.,, c dcUe p nc ibbiamo a- 
■I r := n — i\ In panicnUre si ha ^ = *J_, , p,_i = a.-, . 

I>4l1e (;) li hi 

(«. = P.t. -1-»P^. +... +(— f-i)|U. 

i*,= !i — , +!?__. -h... -;-(--•■- OP. 

Che mostnuto non eiwre le )(m — i), a indipendenti tra loro. 

(7) p, = :r,t.+ •■■ +-.; p; = «:^,+ .--+<; 

dane (}) e dilta primi dellc (4) ti ha, iotroduccado i numeri x, 

(8) -, = /*,-*, = PU-''w- 

1 numeri t i.mo m — i (d* r = i a r = a — 1) « a t, corrifpo» 
cjiucntc r^,. In particolare si ha t, = t:;; ; x^, = it, . 
Dalle (s) e (8) si ha 

«,_.-«, =?, + p,+. + ...+?,_. 

e qufahli 

Dunqne ; dati i tiuiiuri c e (' sooo dmerminate le p, e dati i iiurk 
sooo determinaii Ic ic, 

D4renio Ic ft cardUirittUh: Jdla e«mti;!im* c le "C amUtrftlieht iti 
la^chiuua ora con ;> 4- '"i T *» T- ■ • ■4-™»-i' l'»»liiK infiniiesiniate 1 



(ft) 
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gr* gm» supposto m/q = o e ^ Pordine dell'infmitesiniale comune a tutte le g, L'ordine 

mAnitesiniile cfi 6 «/= tnininio di j t:„ (p+w*, + . .. +»/»-,)+ ... +^5, (/^-f-wi, )+^i p] 

e se poniiinio 

• / = nitnimo di (w, t, + w/j t^ -|- ... + w,_, t,^, I 
avTcmo 

W =^ *<?+y «»f «r + '• 

Se B csprinic un conutto con un 5^_, , per i nunieri ^, a, p, t abbiamo 

c = s c' =:n — s 

OLr = s — r per rz^s , ot^ = o per r > x 
«J = fi — r + fpcrr:^ii — i; aJ = opcrr><i — j 
^1 = « ; ^ = p, = . . . = p»-i = ^+1 = . . . = Pf^^ = o 



ia6 



SUL GENERE DELLE CURVE a NELLE INVOLUZIONI PIANE 



DI CLASSE QUALUNQUE; (*) 
NoU II* del prof. V. Martinetti, in Messina. 



AJuiMnsa del 23 febbrajo 1890. 



12. Si supponga 1 = 2. 

Se le ^ non sono tutte unite, si dovranno avere in [^] due si- 
stemi lineari [♦,], [^J di curve unite, rispettivamente a c+y+i — /;/, 
fn dimensioniy essendo m ^ i (n^ 6). 

[4>J, per Iff = I, deve essere un fasdo di curve contenenti, come 
parte fissa, la r e le rette unite della involuzione. Togiiendo da que- 
ste 4>, le rette unite e la r, rimangono curve variabili in un fascio^ 
uscenti dat punti fondamentali coUe direzioni comuni a tutte le ^ (n" 7), 
e segate, in particolare, dalle O in una sola coppia di punti variabili 
fira loro corrispondenti. E cio h impossibile, perchc tali curve non po- 
trebbero conteaere una parte comune , dovrebbero essere al massinio 
di 3^ ordine (perchi ciascuna h parte di una O, ed ^ segata dalle altre 
O in una sola coppia di punti variabili) e ci6 non e conciliabile col 
£itto, che le curve stesse hanno due coppie di direzioni fisse. 

Supponiamo perci6 w = 0. [^J rappresenta una sola curva con- 
tenente r, le rette unite, ed una curva C d 'ordine iiT (parte di unaU), 



O Quesu Nou 6 la coatinuazione dell'altra, dallo stesso titolo, inserita in ()uc- 
sti Rettdiconiif tomo IV (1890), fasc. 1-2, pp. 30-42. 
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la quale non pu6 essere fondamentale. Infatti se essa corrispondesse al 
punto fondamentale i , la ^^ ^vrebbe in i una molteplicit^ superiore 
di una uniti a quella delle ^ , e sarebbe segata 4a queste , fuori dei 
punti base, in un solo punto variabile; di piu nel punto i dovrebbero 
esservi le quattro tangenti comuni alle O , per la qualcosa si avrebbe 
a^, — \==4," *i = J • Inoitrej^Don essendo c, =to (n** 9), la O, non 
potrebbe essere formata dalla sola Ceda rette unite, quind! «i,+\^5> 
ed alloia si avrebbe: 

e per questo gli altri punti fondamentalt 2 , 3 , • • . sarebbero al piix 
doppi per Tinvoluzione , sicch^ dovrebbe essere 11:^7 mentre, aven- 
dosi e, > o , r, = V + 2 — «, = J, sarebbe v > 3, il che i assurdo. 

Se indichiamo con s^ la molteplicit^ della C nel punto base 1, pei 
punti uniti isolati della involuzione sar^ ^1 = 2, owero5j=: i, owero 
^. = ; siano allora u^^ u^, u^ il numero dei punti uniti che presen- 
tano Qidiiiatailieitte questi trc casi. 

Tutte le ^, passanti per due punti arbitrarii di C (e sono op^^^^) 
St spezzano nella C ed in una residua curva d'ordine 2v -f i *— IT 
passante pel punto base 1 0, — s^ volte, eccetto che per gli u^ punti uniti 
doppi per C pei quali passa 0^ — s^^ i volte (pei quali cioi non passa). 

Due qualunque di queste curve si segano fuori dei pmili base in 

punti [avendosi 21^,6^ = K{2 v + i) — 2] divisi in 



-a~4(*^'r-if*-«.) 



coppie di punti corrispondenti. 

n nostro intento h di dimostrare che per A ?s a. at ha ^cwfti^ 

/> ^ V + 2. 

Ora se 6 

1^ 



rm-^-.)*' 



Il8 V. MARTIMETTI. 

ossia (dovendo il prime mcfubro essere un numcto intero) 



ed insieme f + y — i>osi ttova appooto » col ngioiuuBailo 
vote mato, ^ ^s v 4- y + 2. 

Quindi se dimostriamo, che anche quando non sia vcrificata k ida- 
zione «), owero non sur + y — a>o,i tuttavia p ^s v + 2, po- 
tremo condudere che quest 'ultima relazione i vcia qoaado le [#] non 
siano tutte unite. 

Per brevitj^, non. considefcremo in s^uiio che il caso v > 4 , e 
supporremo ancora che rinvoluziooe non aia di Jonquiirea>pefdifc 
nel caso contrario si pad verificare (^) che per d ss a & sempre 

/ssv + a. 

Mora possiamo anche supporre c + y — 2>o pcichi, a 
dcUa (7), se fosse ^ -f y — 2^0 dovrebbe esAre : 

p^2v + Y — 3 

c quindi per v > 4 sarebbe sempre 

p^>f + y + 2. 

13. La C dovendo nscire dai punti fondamentali con doe eoppie 
di direzioni date, ha certamente un punto quadruplo in un punto fon- 
damentale, o due punti doppi in due di questi punti; deve inoltre essere 
unita y ed allora si vede subito che la relazione a) h soddis&tta per 
/if < 4; ed & precisamente iiT < 4 se O, della cui Q fit parte la C^ non 
t nh fondamentale ni unito. 



O B e r t i n i , Sopra alcune involuxum pioHi^ I. c. 

M a r t i n e 1 1 i, Le invoJuiioMt di 3^ e 4^ clasHJ(^Amm\i di Matematica, serie U, 
tomo XII). 
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Sc O & unito h C i al piix di 4'' ordine, perocchi essa ha al itx^$-: 
simo un punto doppio in , ed & segata in due soli punti VariabiU 
dalle O; si potrebbe anzi dimostrare che il solo caso £* = 4 6 possi^ 
bile, ma poichi non ci interessa che il caso K^^^ cosi poniaino sen- 
z'altro if = 4. 

Le due coppie di tangenti comuni alle ^ devono uscire da due 
punti fondameotali separati, i e 2, i quali allora sono doppi per C e 
questa passa poi al piCi sempliceniente per gli altri punti fondamentali. 

Dovendo esserc : 

b 

viene 

f, + f,^fi— I. 

Quindi, o la C passa per tutti i punti fondameotali, o passa per 
tutti uno eccettuato il quale e semplice e corrispondente alia (12)^. 

Nelle condizioni attuali possiamo supporre, che il numero dei punti 
fondamentali situati su C sia 8 almeno, perch^, se i punti fondamen- 
tali su C fossero meno di 8, dovendosi avere [considerando le cubiche 
(1*234567)3, (12*34567)5]: 

7 7 

quindi: 

f^an — 4, f^sn — 4, 

verrebbe sempre: 

ns^S, v:^3. 

Se poi i punti fondamentali sopra C non sono meno di 8, la a) 
h neccssariamente soddisfatta. 

14. Se ^ fondamentale, non pu6 essere un pnnto dal quale le 
O escano con direzioni dsse, perchi la C non h la curva fondamentale 
corrispondente ad O, ed allora non pu6 uscire da con quelle dire- 
zioni fisse, come dovrebbe essere. 

Inoitre la C, avebdo in un punto {K — 2)-uplo e noncoate- 

Rend. Circ. Matem.y t. IV, parte i.*— Sumpato il 27 tnano 1890. 17 
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; 



ntttio fMe tmkfy ftoii pa^ avere faori di O che puoti dofpi at pifi » 
p9$66 h H/ttiam fisse cMIc O sona in punii ibcMbinentaki separatr i, 
a. Ftr coiamoda chianiamo 3 S pwtto O. 

No« €9$md9 k # vnite d(V« esscrr s, > o per tutri i paati too- 
damentali (n° 9), per 3 in particolare deve essere &,> r,. peidii ai 
▼«^ tubto che ka fl di 3 non fnl> esser composu sohanta della Q 
^ tetce UQitt e dalla curva fondaoientale oonriapondciitc 17, perdb 
d99t cssert: 



^v 



^V 



8,^v — 2. 



Questo dice che le. rerte (13), ^ (23), non possono essere fonda- 
mentali (perchi non segate in un solo punto variabile dalle Q) e cbc 
ad esse, qualora non passioD per :^ii punti fondamentali, non possono 
corrispondere delle rette (cosa facile a riconoscersi) , sicchi potremo 
porre fai ogoi ciso : 



— 2 — « 



i» 



(«,S-o per 1=1, 2, 3).. 
Scrivendo che la C & unita, si trova : 

^ + ^ + (^ - 3 ) r, + i; r, -r /r(fi - I ) , 



dunque sarik JT :^ 4, e poich£ fior troglianra occuparci del solo caso 
IJL ^ 4, cosi supporremo C del quarto ordine. Se es9^ psma sokMCD 
pei punti i, 2, 3, 4, . . . » b^y avitnic^ : 

y r,=zrfl + a, + a^+«3; 

quindi jy ^ 6. D'altra parte per ^ ^ 8 la relazione a) h sodd&£atta, 
perci6 esaminiamo i casi h* = 6, h' =7. 
?et V = 6 si ha: 

^ + ^ + ^ + ''s + '^6= ^^ + ^1 + s; 

qaihd! «^s;« a^a c lar coiiica (19456)2 ^ foRdamentalr cooispon* 



SUL GENERE DELLE CURVe UBSJUS, IKVOLUZIONI PIAKE, ETC. f j I 

dente ad un punto sopra C. Questo punto od 6 3 , ovvero uno dtfi 
tre punti 4, $, 6 ma in tal caso r, non potrebbe esserc pifi cbe doppio. 
Aloia f,=^if — 4, r,=acif — 4, f»%8» v;^|, 

c Ji ha: 

7 

^ + ^ + ^ + Z^i = 4(«— 0, 
quindi ^i^ 4 P^ ^' > 7- 

Li Gurva fondameorale di un punto oon situaip sopra C noo 
deve s^re C fuori dici punti i^ 2, ... 7 e si v^e ;5ubito lUora , 
cbe solo quando un tal punto sia quadrupb pu6 per csso passare 
(semplicemente) la sua curra conrispondente ; s^ne che per tutti i 
pund fondamentali S, ^ . . . h non situati sppra C devono passare 
certamente delte rette unite, ne devono passare anzi 0. — \ , numero 
che per f,> I & necessaiiafisenit > i. 

Una di queste rette unite, passante per un punto 1 pel quale sia r^ > i 
e cbe non contiene il panto 3 {« ve n'liA certamente una almeno), 
non deve segore la C fiiori dei punti base (perchi C h parte di O,) 
qutodi non potendo essere la (45 6 7),, perchiO^ + 0^ }- 0^+9^^2 v + 2, 

c neppurela(i 45), [o le analoghe C24>)i ('40i > ^^^-l* P^^'ch* dovrebbe 
essere : 

^ + ^+^,+ \<2^+ I, 

ed aUora dalle : 

26, + 26, + 26, + 6^ + 6j + 6^ + 6^= 8v - 2, 

si ricaverebbe Tassurdo 

6,+ 0,>2v-4 + 6,, 

saii necessariamente la (12),: D'altra pajte questa 6 fondamentale se 
vi ( ndla iavoluzione un punto semplice, perci6 si conchju^c; 
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od r^ = I , ft = 8 ; 

owero non vt ha alcun punto sempltce, e ttitti i punti 8, ... ft de- 
vono essere sulla (12), e dt pifi per uno qualunque di essi \ 1, pos- 
sono passare due sole rette unite la (12), e la (j 1). la quale nonpotrebhe 
contenere altri punti fbodAmentali ^i6 si dimostra come sopra si i provato 
che (145 8), non pu6 essere una retta unita]; in ta! caso sari r^i,r^:=n — 3, 
e ci6 6 impossibilc perchi deve essere r, > 2, r, + r^ < «. 

Se poi ft = 8, r^ = I, r, + r, = If la retta unita che possa per 8 
dovrebbe essere evidentemente la (38), la quale cbnterrebbe allora due 
dei punti 49 5» 6, 7, p. es. 4, 5, sarebbe dunque : 

r, + r^ + r5 = « — 2, r^ + r^ = II — 2 , 

^ + ^+^+^=2n — 2, 

quindi : r ^ =s r^ = r ^ = 2 , 

If = 8 ed allora & v ^ 3. 

15. Occupiamoci ora del caso nel quale le ^ sono tutte unite» e 
consideriamo ancora tutte le curve [V] d 'online 2v -f i passnnti pei 
punti base delle ^ come le <> stesse , senza per6 possedere in essi 
le tangenti comuni alle 11. Tali curve formano un sistema lineare a 
<: -[- Y, + 6 dimensioni, e due qualunque di esse si segano fuori dei 
loro punti base in 2v -f 4 punti. 

Se tutte queste curve fossero unite si avrebbc sempre ; 

/) ^ V + y^ + 2. 

Se non sono tutte unite le coppie di curve corrispondenti si cor- 
risponderanno anche in un'omografia involutoria, non degenere^ nella 
quale si avranno due sistemi fondamentcli [V J e [ VJ di curve unite 
rispettivamente a 

^ + Ti + 5 — ^'^ w 

dimensiom. - - - . 
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Se [•] apparticne al primo sktema sari m ^ i , altrttnend nel 
ststema [ V J vi sarebbe una curva ^, quindi ana curva di [ V J, WA^ 
non pu6 essere. 

Mantenendo le stesse notazioni del n" 12, e col medesimo ragio« 
nanientO: ootii -s^otto, si tmva » che mtte le V,, le <)uaU cqntengono 
una Ccome parte fissa, formano un sistema lineare a c+y^-^i — /»(*) 
dimensioni e due qualunque di esse si segano esterhamente $i pimid 
base in 

coppie di punti corrispondenti, per cut si trova : 

Sad adunque: 

/^^v + Y, 4- 2 
ogni qual voha sia 

16. Se m =r I la C & variabile in un £iscio e se de' suoi punti 
base akunl non cadono nei punti fondamentali od uniti , essi sono 
in numero pari , divisi in y coppie di punii corrispondenti* AUora ^ 

K^ = ^j* + 2^ e la relazione ^) divi^ne : 

Dimostrianio ciie anche non essendo y ^^o^ u^:=o &/>^v-|-2 
(ovvero » per b convenzione fatta , v ^4 o la involuzione di Jon- 
qui&res), cpsi potremo dire che per 111= i i ^ =^ v -f 2. 

Se tf, i diverso da zero deve essere pari necessariamente. 



<fc IIP 



(*) Questo oumero non pu6 essere negative, e se fosse zero dovrebbe essere 
r = o quindi ^ = 2v-»i =sv-|-a per v^j. 
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Se iadichianio coo X c zY Ic iotetsezioiii (disdate dai fwati hsse 

4eie 1^ ^ ima C qui^imqise rispenivMiienie coHa owa r e col (b» 

plesso delle rette unite, dovremo avere : 

4iUa quak c ddUhi 

I 

si ricava (acilmente: 

K^e^y- Y. 

Nelle Dostre ipotesi le C hanno al niassimo dei pund tripli nci 
punti fondamentalt (perchi te U di questi devono esscrc segate soltanto 
in tre coppie di punti corrispondenti dalle C) quindi^ se Ic qMM ir 
rezioni iisse delle U sono in un raedesimo punto i» sad x, = j, s. = o; 
se tali direzioni sono in punti separati i, 2, deve essere J^^i,f^% 

n caso /C ^ ] noa puo aver luogo. , 

Sc /f = 4 si vedc tosto che la relazione P) risulterebbe sod<ii- 
sfiitta qualora fosse «. > o » owero y > i » tenendo conto che Ic C 
dewno essene unite. Se itoalmeatie k m, = o, jf =: i, K=: i k Cp^^^ 
soQo essere sokanio curve di questi tipi : 

I, (I'a 3456^^04 

m, (i>2»3*45^A 

^, y|' essendo la coppia di punti corrispondeiKi appartenenti allat^ 
del fascio (C). 

Nel I caso si avrebbe : 

3^ + ^+ '•3+ ^+ ^+ ^=4(» — 0» 
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2r. + r, + ^3 + ^ + r^ + r^ < 3« , 
quindi : r, > « — 4 ^ 

r, <4 pff f> I , 

Net n caso nrmitm : 
sari : 



.+ r, — ^ri=zn— i , 



dunque : * = 9> ^9=1; 

owero : A = 8 ; 

in ambo i casi [conskknmdo k (1*2*3*45478)^] si trova: 

2r, + 2r, + 2r5+ r^ + Tj + . •. + r^^4n, 

f , :;^ 4; analogamente r^ ^ 4, ctt. 

Ora la fetCa ustta s^atn m due poorf dalk C (fiicm def pund 
base) non pu6 passare, manifescameate| soltanto per i o 2. Sia allora 
la (34), e quindi dovri aversi r ^ + r^^n — 2 e necessariamente : 

Nd in caso cguclmcme dofOKlo essere : 



\ + r, + r^+ ^r,= 4(n— i). 



SI trova : 

ri + f, + r,2s2fi — 4, 
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dunque : n ^ 8 , v ^ 3. 

17. Si supponga /ir=s 5 > per6 y + K= r. Anche qui si vo^^^ 
come non possa cssere lii > o» od j > o senza che la ^) sia sock^w- 
sfatta, oppure non sia v ^ 4. 

In£itti se le Channo un punto triplo in i e p pumi doppi 2, 3,...|P+ ^ 
dovremo avere: 

^^ + ^ + ^ + • • . + *^p+i — ^(» — » 

e necessariamente p^2, quindi la ^) h soddisfatta se fi,> o. Se u.:^ 
ed )r =: I le C saranno : 

owero: (i'3*3*4'5 6irf^)j. 

Nd primo caso avendosi: 

30. + ao. + 38, + e^ + 6, + e,+ ft^ + 0, + e,= lov - 1 

otteniamo : 

Per la qual cosa se i pund fondamentali sono pi6 di 9, owero 
se vi i qualche punto unito, avremo (n' 2, 5) : 

^e, = 4v + 2/ — 3>6v— I, 
/> a V + 2. 
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Se non vi fossero poi nfe altri pimti fondamentali n^ punti uniti 

isolati si vede subito che deve essere 26, + 0^ + 0^^^ 4v — 2, percio 

, la relazione 

/) ^ V + 2, 

ncl caso nostro, i sempre soddisfatta. 

Sc poi le C sono (i' 2* 3* 4* 5 6/4-^')^, avendosi : 

30,+ 20,+ 29,+ 20^+0^ + 9^=iov- i; 

9| + 0, + 9, + 0^+9,^4v+ i; 

0. + «a -M3+ 9,+ 0,=^4v+ i; 

risulta : 

0,5^ 2v — 3 ; 

ma per le involuzioni non dijonquiircs (*)i 9j^2v — 2 quindi : 

ode: 0^ = 2v— 2, 9.^2 (i> i), 

ovvero : 0, ^ 2 v — 3, 9. ;^ 3 (1 > i). 

In entrarabi i cnsi dovrebbero essere v ^^ 4. 

Se le C non posscggono punti tripli ma solamente p punti doppi, 

o G punti sempllci nei fondamentali, dalla ^r.+ ^r. z=5(fi — i), 

SI ncava : 

p 
2;r,^2(w — i). 

La quale dice che i punti fondamentali doppi per le C sono quattro 
almeno. Se poi questi fossero solamente quattro, le C dovrebbero pas- 
sare semplicemente almeno, per due altri punti fondamentali, essendo 
esse unite, percio necessariamente se la p) non c soddisflitta deve essere 
f/i = o, p;^5, ^= I. In tali ipotesi sono possibili due casi soltanto 

C=(i*2*3'4*56789ioii AA'\; 

C=(,V3V5^6 7 8 AA'X; 

(*) B c r z o 1 a r i 1. c*, n° 4. 
Rend, Circ» MaUiiL^ t. IV, parte 1.* — Slanipaloil 27 niarzo 1890. 18 
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ed allora con ragionamento analogo al prccedente si prova che h setnpre 

1 8. Si supponga finalmente IT =6 quindi necessariamente ^ = o. 

Se p & il numero dei punti tripli, <r qudio dei punti doppi, e t 
quello dei punti semplici che le C posseggono nei punti fondamentali, 
e se u^ > o, la relazione ^) c soddisfatta ogni qual volta si abbia : 

9P + 4<^ + -^29. Y) 

Siccome poi abbiamo : 

2 2^ f , + £ f , + ^r, = 6 (f z — I ) , 

e per le involuzioni di dasse v >> 4 ^ ^ ^ 8, cosi si vede che non pu6 
essere p ;p o ni p ^ 3 senza che y) risulti soddisfatta. 

Questa poxxk non essere verificata solo quando si abbia : 

p = 2, <i = 2, t:^2; 

p = 2, ^=1, t::^- 6; 

= 2, (7 = 0, T = 10 ; 

p = I, d =^ 4. 

Nel primo case verrebbc : 

r, + r,^2fi — 6. 
Nel secondo : 

nel terzo : 

2r, + 2r,^3(fi— i), 

relazioni manifestamente impossibili nelle nostre ipotesi. 
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Neirultimo caso poi si avrebbe: ^ 

2^ + r, + r, + r, + f5^3(»— » 
donde f, ^ « — 3, r, + f , s « — 3, r^ + fj ^ «— 3 dunque : 

2»25:r, + r, + f, + f^ + r^s 3« — 9 1 
II ^ 9, r :^ 4. 

19. Per esaurire il tema che ci siamo proposti ci resta solo da 
coDsiderare I'ipotesi m=zo (n° 15) precisamente basterii provare, per- 
ch& si possa dire che />^v-|-l per 1 = 2, che essendo m r^b, od 
h soddisfatta la relazione: 

ovvero c v ;^ 4, o Tinvoluzione h di Jonquiires. 
Dalle relazioni gii ricordate (n^ 16): 

si ricavano le due altre : 



•-•I 



2K=z6-\-2u, + u, + X. 
Quindi se la relazione ^') non i soddisfatta dovrik essere : 

|(x + 2r+«. + »,-4)<o, 

ossia : 

X+2y+»,H-«,<3}--* 
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per la qud cosa sitk : 

Ma nnche quando sia K^^ la relazione ^') h soddisfatta, se Tin- 
voluzione i di chsse v <; 4 e non di Jonqiii^res. 

Infatti^ dovcndo la C avcrc od un punto triplo, o due punti doppi, 
per K=z $ la fi') 6 manifestamente vcrificaia. 

Se Jf = 4, e la C ha un punto triplo in i, dovri essere: 

b 

quindi (non considerando le involuzioni di Jonqui^res): 

b 
X^i^i — ^^ + ^y 



tai2 



per6 non tutte le 5, sono nulle per i > i e se i ^jf^:4, la P')ri- 

sulta soddisfatta, quindi bastera vederc so possano esservi tre sole (o 
meno di tre) s^ eguali ad i : Ma se cio fosse sarebbe : 

3^ + ^ + ^ + ^^4(« — 0> 
iu^^iQi— i), 

n^4, v<3. 

Se poi la C non ha un punto triplo deve avere due punti doppi 
(alnieno) in i e 2 quindi ancora la nostra relatione risulta verificata 
quando sia : 

Ma si ha: 



2r, + 2r, +2!^*^ = 4(« — 0> 



h 

I 
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quindi : 



y^,r^ = 2» — 4 + 2a; 



e do dimostra die se ^=2 c ^^^i e se s^'=\ anche 5^=:y^=y^=y^=i ; 

h 
quindi i sempre 2!-^^— 5* 

'Supponendo infine K=$, si deve avere H^^2y quindi la rela- 
zione P') 6 conseguenza di questa : 

Se la C non ha punti tripli nei fondamentali , essa devc avere p 
punti doppi in i, 2 , . . . p e sari : 

h 



o 

I 



rx + r, + ... +rp^2w — 2, 

e siccome per w>8 I'involuzione non puo avere soli 4 (o meno) punti 

h 
fondamentali non semplici cosi p =^ 4 e ^s]^^ 16; ed ha luogo pure 



questa rclazione se la C ha piu di un punto triplo o sc avendone uno 
solo ha anche piu di un punto doppio^ ovvero un solo punto doppio 
e piu di due punti semplici nei fondamentali; e questo neccssariamente 
deve avvenire perch6 la C 6 unita. 

20. Concludiamo : 

// gemre delle curve 12 d'ordinc 2v -[- i con A coppk di tangenti 
comuni , non pub superare 2 v — i (n'' 4) c non pub esscre inferiorc a 
V — A (if 8). 

Quando pcrb vi sin nella involuT^ione un punto /, pel quale si ahbia 
g. = 0, // genere delle Q non deve essere inferiore fl v, ^ finahnenU per 
A = I (2 A = 2 questo genere devc eswe almeno v + A. 

Tali limiti per il numero p danno analoghe limitazioni per la somma 
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ddik TnohrpRrrrii ddle Q od pmm base ddla kno rete (n"" 2, 5), k 
qoaE ^low o n o uxiure £ <iiuklie vantaggio odla riccrca dellc involo- 
2xn iS oai data dasse (*) e ooodmre ancbe dircttamente a parecchk 



V. Maktinettu 



(*) P. cs. le coDdtmnni aUe quiS tumo airitaii potrebbeio acmpfificare llOl^ 
ToSmense i ngknatneod dd n* 5, ii.cftc. delb om Meiiioria « SBsprcdboKf^vrf^r^ 
^iMi\ etc, I. c (leoeaiQ coiso ddU mmfiiionc posta al n* la) e qneffi dd 0* 6, 
lo, etc dcQi Memora ckati di Berxolari, Pane IL 
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SULLA TRASFORMAZIONE DI HEINE ; 

Nota di S. P i n h e r I e, in Bologna. 



AJnnans* del 23 marxo 1890. 



£ nota la trosformazione di una funzione data f (/) in un'altra 
/(x) mediante b posizione 



(0 ^^*^=X 



trasfonnazione di cui I'Heine si h giovato ripetutamente (Crelle , 
t. LX, LXI e LXII) nelle sue ricerche suUe funzioni di L a m £ genera- 
lizzate e nelle conseguenti applicazioni ai moduli di periodicity degl'in- 
tegrali iperellittici. La propriety piii essenziale della trasfonnazione di 
Heine sta in ci6, che se f (/) h impale di un'equazione differenziale 
lineare a coeffidenti razionali 

(2) A?=o, 

la f(x) soddisfa aU'equazione lineare non omogenea 

(3) A9 = i?(x), 

dove R(x') h funzione razionale, e questa propriety discende dalle due 
fonnole 
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che si deducono facilmente dalla (i), e dove r(x), r, (x) nppresen- 
tano ancora funzioni razionali. Conviene aggiungere che , scelti con- 
venientemente i limiti achy la R{x) si pu6 ridurre a zero , e cosi 
da un integrale particolare della (2) la trasformazione di Heine per- 
mette di ricavarne un secondo. 

Per6, I'applicazione del metodo di Heine csubordinata alia con- 
dizione che il secondo membro dclla (i) abbia un significato , cioi 
<p(/) non deve diventare infinita d'ordinc (algcbricamcnte) uguale o su- 
periore al primo , n^ ai limiti , ni lungo la linea d' integrazione. La 
presente Nota ha per oggetio di togliere questa eccezione, il che si pu6 
fare con una osservazione oltremodo semplice tutte le volte che 9(/) 
abbia un infinito d'ordine finito. Basteri supporre la 9(/) infinita nel 
limite inferiore a d 'integrazione, poiche se lo fosse lungo le linee d'in- 
tegrazione, basterebbe mutarla tenendone fissi gli estremi, e se lo fosse 
nei due limiti, basterebbe spezzare Tintegrale. 

Sia ora h un numero intero tale che 9(/) e le sue derivate che 
figurano nella (2) siano infinite di ordine (algebricamente) minore di 
h -{- i; inoltre la linea d 'integrazione ia a a b sia semplice e di lun- 
ghezza finita. 

La formola che si pu6 sostituire alia (1) e 

Infatti, dapprima il secondo membro della (5) ha un significato ; 
inoltre, posto 

(6) <f(tXt-ay = ^Q), 

la f(x)(x — af viene ad essere la trasformata di Heine dclla ^(/), 
e siccome questa soddisfo airequazione 

A,4> = 0, 

trasformata di (2) mediantc la posizione (6), cosi ne viene che f(x) 
soddisfa airequazione : 
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(7) lM^Xx-af] = RXx), 

essendo sempre R simbolo di funzione razionale. Ma I'operazione 1, 
cseguita su f(x)(x — af equivale alia 1 eseguita su/(jc), onde la (7) 
si muta in 

io& gode della stessa propriety della trasformata mediante la (i) nel 
2SO in cui il secondo membro della (i) aveva un significato. 

Bologna, 11 marzo 1890. 

S. PlNCHEf(LE. 
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SUR LES POLYXOMES DE LEGENDRE ; 



par M. C h. H e r n i t e , h Paris. 



Ai amiTTi Jcl x) auno 1890. 



Lcs rrorrivtc-s for.^.'.iiiwir.alcs cxprimccs par Ics relations: 






*+! 



I A'A'.jxzzro, j X;Jx = 

pcuven: r.'.c'.onicn: s'e:.:blir au moycn de rinie^rale 



-Lvr^ 



1 = 



x'dx 



27.x + X 



» > 



Jonr ic vivvci.^iYcir.cn: cr seric suivanijes puissances de a a pour 



•,^ • 



:o:;r.o sm:^:/.! : i | a .V .:x. lui j-os.ini|/i — 2xx -{- a*=i — xv, 



^^ji ,1 vii v«»^'% • •• %« »• loii'n. -Cv • 



•*• 



' = 1 [> - -rO -y)Rv, 



-L 



ijui c>: i:n polynoir.o on x du degrc /», ce qui donne imm^diatement, 

x^A',Jx = o. 



J- 
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Employons ensuite le diveloppement par la formule du bindme : 

(« = 0, I, 2, ... p) 

on aura^ pour toutes les valeurs de n non sup^rieures k py I'^galiti : 

£'xf XJx = ^P'y^(i - fydy, 

oil j'^cris pour abriger, 

^ P(p-i) ...(J>-n+i) 
^" I. 2 ... n 

L*int6grale du second membre est nulle lorsque/) — n est impair, dans 
le cas contraire elle s'exprime par la quantity, 

et en supposant en particulier /> = w, nous aurons : 



/•+. rQ^c^ + o 

x'X„dx = )^l— -. 



On va voir que ce r^sultat conduit facilen\ent i T^galit^ 



L 



Xldx=z ^ 



'n 



2n + I 
Soit, en eflFet, 



X^= A^ + B:r^ + ... , 
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la relation suivantc : 






niontrc qu'il suflit d'avoir la constante A. EUc s'obtient en remarquant 

X 

qu'cllc rcpr<Jscnte la liiiMtc dc — f pour ;/ infini, et cettc limite sc lire 

de rcquaiion fondauicnialc 



[/ I — 20LX -\- OL 



mm 

en y rcmplavant a par — . Ayani en effet : 



' - X 



j/,_-,.h:--:=i--i?. 

la supposition de .v infini montre que A est le coefficient do a*, dans 



le diveloppement de ^/^=.-—— d'oii la valeur cherchie 

Y \ — 2a 



. I. 3 ... 2W — I 

I. 2 ... n 



On peut, au moyen de la relation : 



r(" + -')^ '-^-,.'"-' r(4-). 



Tccrirc dc cette maniire : 



_ -■■■('"^■) 

,-(„ + ,)r(-i.)' 
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de sorte qu'on trouve, apris reduction : 






2n + I 



Voici maintenant une remarque au sujet de la discontinuity re- 
marquable qu'offre la forniule de Laplace: 

do 



— ± f'- 

~^Jo ( 



X + Yx^— I cos(py+' ' 

oh il faut prendre e 6gal i + i ou a — i, suivant que la partie ricUe 
de la variable x est positive ou negative. Ce risultat important d6- 
coule de la relation £16mentaire 



x: 



dt e»ir 



_«^<'+ 2Bt + C ^yB* — AC' 

dans laquell« e est Tunit^ en valeur absolue et a le signe du coeffi- 
dent de » dans la quantity t- — ^ — r (Cours d* Analyse de Vicole 
Pohfttcbniquc^ p. 290). Supposons B =1 o, ce qui donne rintigrale 






et posons / = tang-; nous aurons cette igalit^ : 



^X 



'^ dff ex 



A+ C—(A— Qcosff '^YaC 



% Atant + I ou — i, suivant que le coefficient de i dans X^.^ ■ 



'STT^ 
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Vac 

et par consequent suivant que le terme riel dans ^——j — est poatif 
ou n^atif. J'cmployerai cette formule en faisant : 






d*oi : 1 

AC=:i — 2ajc + a*; I 

je supposerai que x ait une valeur imaginaire quelconque , mais j'ad- 
mcttrai que a soit infiniment petit. Le signe du terme r^el de ^ 

A 

sera done celui de la partie rtelle de Texpression . - ^ on 

bien x + J/x* — i, qu'on obtient en posant avec Heine: 

X + yx'—i = X + i r. 

Nous trouvons en efl'ct : 

_XCM:JCMJ3 , . 7(1 — x^— r) 



2JC = 



par oil Ton voit que X a le signe de la partie reelle de la variable 
X, ct qu'on doit prendre 






X — « — \/x^ — I cos 9 "" |/l — 20LX 4- a* ' 



e ctant cgal i + i ou — i, suivant que cctte partie rccUe est posi- 
tive ou negative. Cette cgalitc conduit a la formule de Laplace, en 
dcvcloppant Ics deux membrcs suivant les puissances croissantes de a, 
et igalant Ics coellicients des tcrmcs en a". 
Faisons en second lieu 

A=i — (x.{x + Yx^ — i), C=i— a(x — J/x* — i) 

ce qui donnera encore, 

-4C=: I — 2ax + a% 
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on remarquera que pour a infiniment petit, le signe de la partie r^elle de 



I — a(x-f J/jc»— i) 



ne depend plus de x, de sorte que Ton a toujours quelque soit la va- 
leur de cette variable : 



o 



d<p TZ 



I 



— a(x + [/x^— i) Vi — 20LX + a» ' 



en prenant le second membre avec le signe + . L'expression de Jaco bi 



K^-^j^ (* + Vx' — I cos?)", 



qui est la consequence de cette formule, n'offre done aucune discontinuity. 
On peut encore se rendre compte fort simplement de la particu- 
larity qu'offre rint^grale de Laplace, en Ttoivant sous cette forme: 






d(f 



X + Y^^ — I cos (p)*^* 
remarquant qu'elle repr^sente alors Tintegrale curviligne 



^/<' + '-^v^r 



prise le long d'une circonfcrence de rayon 6gal i Tuniti , ;( = e***. 
Cette int^grale a ainsi pour valeur le r^sidu de la fonction rationelle : 



, ou bien, ^ 



correspondant \ celle des deux racines du denominateur, ^ savoir: 



<—\/m' ^■=-^/^ 
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ddnt le module est moindre que l*unit6. M^ les fkidus nA^^ h <M 
radnes ont une somme nolle; ayant done obtenu une ditermiQadon de 
rint^ale dans Thypoth^e 

mod :(' < I , 
on doit dans Thypoth^e contraire, lorsqu'on a par cons&juent 

mod <" < I , 
prendre le residu relatif ii :(", qui est le prte£dent chang6 de signe. 
Maintenant il est ais£ de voir en rempla^ant la variable x par x-f-ty. 
que le module de {' sera plus petit ou plus grand que Tunit^, suivant 
que b partie r6elle x sera positive ou n^ative. C'est ce qui r£sulte en 
eflPet de la relation : 

En dernier lieu je remarquerai que le r^idu correspondant h ^ 
de la quantity 

2 :( 



[2^* + a*+i)|/*'-ir" 



calculi d'apr^s la r&gle ordinaire, donne Texpression de X^y d^velop- 
p^e suivant les puissances de x -^ i, i savoir: 

~2r) "*"••• 

en 6crivant pour abriger: 

, . m(m — - i) ... (w — n + i) 

(m L a: — ^ ^ ^ — ^ . 

^ ^^ 1.2 ... w 



Paris, 17 mars 1890. 



Ch. Hermite. 
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IL COMBINANTE N DELLA FORMA TERNARIA CUBIGA; 

Memoria di G. M a i 8 a n » in Messina. 



Adunanu del 15 tprile 1890. 



Lo Studio del combinante N della forma temaria cubica e di al- 
cune proprieii della curva del 4" ordine 

iV = (fl a tt) a* a* = o (u costante) 

forma lo scopo principale del presente lavoro, il quale si fonda essen- 
zialmente sui risultati ottenuti nelle tre classiche Memorie : 

A) Ueber die Theorie der ternaren cubischen Formerly von A. C le b s ch 
und P. Gordan (Math. Annalen, Bd. I, S. 56); 

B) Ueber ierndre Fonncn dritten Grades ^ von P. Gordan (Math. 
Annalen^ Bd. I, S. 90) ; 

Q Ueber cubische ternare Formen, von Clebsch und Gordan 
(Math. Annalen, Bd. VI, S. 436). 

Supponendo che il lettore le abbia sott'occhio , d limiteremo a 
richiamame le formule, segnandole cogli stessi numeri; mentre distin- 
gueremo con numeri romani le altre che di mano in mano ci veni 
fatto di ottenere. 

Nella terza delle tre citate Memorie, ove trovansi riuniti i risul- 
tati piu important! della teoria delle forme temarie cubiche, sono in- 
vestigate tutte le forme del i* grado nei coefficienti del combinante 
U. Questa ricerca verr^ da noi estesa ad alcune forme di 3^, 4^ e 6^ 
Rmd, Circ. MaUm.^ u IV, parte i.' — ^Stampato il 19 aprile 1890. 20 
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gndo, che occorrooo nello studio di detu curva, al quale mten 
necessaria rintroduziooe di una fonna, di cui non si £i alcun impi 
nella MemorLi Q doe della forma di 3* online e di 3* classe 

(2 = (a3«)'(acH)*/. = (e/i.), 

che incontrerenio in parccchie rclazioni e dclb quale ci serviremo 
associare quattro forme del sistema comfrfeto della forma fondami 
tale/. 

Ptftt prist — li OMibiMiite ^. 
5 I. — La fokma Q. 

Applicando Toperazione J alia forma Q (vedi Memoria Q § 4)^^^-*^ ^ 
tenendo conto del teorema 

(flziiy=o,. (C, pag. 45 

si ottiene: 



55) 



= }(axtty{abu)7LX -r 2{abu){a%u)x^b,[Qibu) %, — (tf ««)tj, 
ON'vero, in virtii d*una nota identity, 

Dei tre lennini che stanno al 2** membro il terzo i nuUo, il 
condo & uguale a 

— {axuXa7Lb)b,u,[(abx)u,+ (aQLu)bs+ («*t*)flj = 0, 

infatti i due primi si annullano pel teorema citato e V ultimo camWa 
di segno, scambianJo i simboli a c b; duuque 

}iQ=iS(axHy{xcu)aX = 3(axuy(abu)xX 

= i(^abuy(axu)bX=3Qif (0 

^iusta Ic fomuile [C, (sOl- 



C' 



*.. 
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Applicando Toperazione i alia forma j2i ^^ ^^ 

= {^buy{^(iu)bX + (a^uy(axu)^,oLl + -i- S.{abuy(acu)b,cl 
•■ero, pel teorema 

Q, = (fl««y(«p«)fl,K=('»*«)>P«)*xK. (H) 

Si ha infine: 

SQ. = (Ya«)»(«p«)Y,p:+-y.y.(a*«)Vf»«)''xK 

La forma Q relativa alia forma composta %f + W h dunque : 

+ >.'.(«P«)'(«Y«)PxY:- (IV) 

Le forme Q, , Q^ & Q possono sostituire le forme 

<'.«i<»x*«(«*«). <'y,''xK(.abu) e uy,a,al(six) 

I sistetna completo della forma fondamcntalc /. [B, pag. 102]. 
Si ha infatd : 

5 

per6 : 

a, u] a, b:(a b u) = (ax uy (a b n) a, bl= Q,. (V) 
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donde 

n primo tennine del 2" membro h uguale a 

-l-(aP«)(aa»K^,[(a«tt)p,- (ap«)a,- (flaP)«J 

=^(fl««y(ap«)rt.p: = ^a, 

essendo 

dunque : 

ay.aXiflbu) = -i- a + ^^. Q. (VI) 

La tt,tt'flf,a*(j/jc) pu6 racttersi in relazione coUa forma Q^ nel 
seguente modo. 
Dalla formula : 

«.«;«:=- ^(«p«)*«,p, + £^ + ^«» (46), 

si ottiene 

2 4 

n primo membro h uguale a 

i-(« p «) «; a, P, [«. p^a, P.]=-i-(a {J «) a,p,«:[« ^ (i jc)]=-i-(xyx) Ki h.»; 
e per la formula (46): : 

«i «i <0 J *) »? = -f (* * *) K* «x «; + 7^ •^- (s f *) <^' «i »' ; 

epper6 

+ ^5.(s^*)e>'«.. (VII) 
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^ 2. — La ¥Okha F::^(abuy(cduy(adu)(bcu)=^ Up. 
Xa prima polare di questa forma t uguale a 
= —(^abuy(cduy(adH)(bcv) + ^abuy{cduXcdvJaduXbcu)^ 

'4fuy(cdiiy(aduXbcv)+—(abuy(cduXadu)[^^^^ 

^(abuy(cduy(aduXbcv)+—(abuy(cdu)(adu)(bcd)(cuv). 

n 2® termine del 2*^ membro 6 uguale a 
— (abu)(adu)(bcd).(cuv)[(abu)(cdu) — (adu)(cbu)] 

= — (abu)(adu)(bcd)(cuv)(bdu)(acn) 
J* 

= ^{ahti){adu){^hdu). {cuv)\{\)cS){aaC) - (acd)(bcu) — (bcaXdcu)] 

6 

= ^(abuXaduXbduXabd).icnvXccu) =zo; 

«^i;^= «|v^(ee'«)(ee't/) =zui,tu,,vy (ee'«)*. (Vlll) 

Formando la 2** polare si ha : 
;=(a*«)'(<;dwy(tfJ«)(*<:«) + ■^(^abuy(cdvXadu)[(cduXI>cv) 

- (fJi;) (*ctt)] ~ (abii) (cdii) (cdv) (adu) [(abu) (bcv) — {abv) (bcu)] 

A=i — (abuy(cdv)(aduXl>cd)(cuv) 
= (jibu)(ad'0 (bed). (cttv)[(.cbti)(cdv) — (aduXcbv)] 

= {abu){adn){bcd){cuv)[{bdu)acv) + (abd){cuvy\, 

2 
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n I* termine del 2° membro h nullo, infatti esso 6 uguale a 

^(abu)(adu){bdu).(cuv)[(bcd)(acv)—(acd)(bcv) — (bca)(dcv)] 

= •7'(abu)(adu)(bdu)(abd).(cuv)(ccv) =0; 

il 2° h uguale a 

— (abd)(abu)(adu)(bdc)(cuvy=: — tt*t,(caz/y; 
2 2 

dunque 

-4 = — ula,(auvy. 
Si ha inoltre : 

= — (abc)(adu)(c du)(b uv)[(a b u)(c dv) — (cbu)(adv)] 
2 

= — (abc)(adu)(cdu)(buv)[(acu)(bdv) — (abc){duv)]. 

n primo termine del 2° membro h uguale a 

-L(acu)(adu)(cdtt).(buv)[liabcXbdv) - (abd)(bcv) - (JA<:)(*fli;)] 
6 

6 
il secondo termine & uguale a 



2 



= -4.(ll«i;y< = -^/i:a,(a«t/y, 



giusta la formula (46)a ; eppero 



5 = tf, w* (a uvy. 

2 



Si ha dunque: 



«; j;; = <4 v\, (e ew)' + -|- «. "f (« » i')' . (ix) 
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Dalla formula (VIII), ponendo v^=z a c moltiplicando per a* , si 
ottiene : 

a^Hlal = (abuy(cduXcdeXbcu)(adu)el 

=(abuXcduXcdeXbciiX<^Hyi{abe)u^+^ 

C= — (cdt)(jiduX^^^y(fibu){bcu)bJ{(^cdu)e^'-{ceu)d:^ 

= ^(cde)(adu)(aeu).(abu)(bcu)b,[licde)u, — (deu)c,]. 
n primo termine del 2° membro & uguale a 
— (cdey(adu)(aeu)(abu)(bcu)b^M^=i — (axuy(baLu)(abu)b^.u^ 

il secondo termine h uguale a 

— -i- (aduXaeuXdettXbcu)b,cJi(cde)(abu) — (cae)(dbu) — (cda)(ebu)] 



= l-(aduXaeuXdeuXade).(bcuyb,c^ = -^I,.B', 



^per6: 



c=-j-a,u]Kiai>uyu, + -Ls.e. 



D = (abu) (cde) (bcu) (cdu)e,[(cde) (abu) + (abd)(ceu) — (abcXdeu)]. 

Di quest! tre termini il i" & uguale a 
(cdey(abuy(bcu)(adu)e^=z(abuy(b(nu)(aaiu)%^=:(Sxuyuia^; 
:1i altri due sono uguali fra loro, epper6 la loro somma h uguale a 
(abd)(abuXadu).(ceu)e,[(cde)(bcu)—(cbeXdcu)] 
=^(abd)(abuXadu)(bdc).(ceuye^:=ulc,(ceuye^; 
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si ha dunque: 

La forma (Bxuyu^x^ si pu6 esprimere in fiinzione dcUe forme del 
sistenia completo nel seguente modo. Si ha : 

(Bauyui^a^:=(bcuy(baH)(cauyi^ 
= — {abn)(acu)(bcu)[(bcu)a^ — (acu)b^ — (^^ff)^J t 

{eauyu^a,T=±(abcXabHXacu)(bcu).u, = ^:Lu,, (X) 
e applicando I'openizione i ai due membri: 

ma 

(\lauyula, = ay,{abuyb,i 
dunque 

(ext$yti^(i^=zT,u, — laXbXabuy , (XI) 

Si ha per la formula (46)4 



e poichi 



A=^(^afiy(aAt^)(Aaii)*, + ^T.«*., (78). 



si ottiene, sostituendo : 

a^ula\ = ^l.B+ -Ia.ii^ + ^T.i*:. (XD) 

Dalla quale, applicando Toperazione X e ricordando che 

34 -*4 

si ottiene: 
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ovvero, per la (46)j : 



a;«;a: = T. e ?-2. n + -^M. ». + :j^5.2.«^ (XIH) 

Dalla (IX), {Sonendb w = a e moWpHcandfo pei* a, , si ha 
a)u*a, = {abuy{cde)\adu){bcu)e, + -^a,u\(dbu)H^ 

= (abuy(axu)(bxu)oL^ + -^ayj^abuy b^ 
e per le (XI) e (78). 

«;»;fl: = iiA + -i-T.«,. (XIV) 

Dalla stessa formula (l5C) si deducono ancora le s^uenii : 

Q>^*y^^\ = -~s.Q^^Q,. (kV) 

§ 3. — La forma In =^ (N N'vy u^u^. 

Fra le forme del primi 6 gradi (*) della forma biquadratics W' 
vogliamo calcolare le otto s^uenti 

An = (NiVAr')*«. «„'«.'/, Aw = iNN'N"yNlN:^N';'u,u^tt^„ 
Jn = {NN'uy(NN"uy(N'N"uyu„u^u^,, 



. •* ■ •• « ' "t 



(*) Vedt li inia Menioria SiJemi completi dei primi cinque gradi etc, nel Gior- 
na2e'M Prof. B a 1 1 a g 1 i n i , vol.. XIK\ 

R0Hd, Grc. Matefn.y t. IV, parte i*— Stampato il 19 aprile 1890. ;ti 
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pn = (NN"N"'yiN'N"N"'yiNN'uyu,u,rU^,u,„„ 

Bs = iNN'N")iNN'N"'XNN"N">XN' l^'l^'^NN'^N") 

(N'N"'N^)(N"N"'N^(N>"N"'N^u,u^u^,u^„u^,„u^„. 

Comindamo dalla foima In. 
Da 

^>. = («««)<»>*. 
si otdene: 

(NN'vy u, u^ = {a(x. u) (a Nvy (« Nvy «, , 



e per la formula 



NlNlu,=^(b^nMry + Kbl], (60) 



In = —Qt^vy(ahy(accuXb^u)+—ia^vy(%bvy(acLu)Q^u), 

2 2 

ovvero : 

2ls = (KBuyvlvl — (HH'wy«. (XVI) 

PoDendo le v uguali alle f« e ricordando cbe 

si ha: 

(Nhruyu,u^ = o, 

risultato ottenuto per altra via nella Memoria C a pag. 479. 

§ 4. — La forma Bat. 

La forma 6>rderiva dalla formula 
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ponendo per le y i determinanti delle N^v e molriplicando per Nlu^^ 
cosiccb^ si ottiene : 

Differenziando la formula 

rispetto alle y e molriplicando per le ;?; si ha : 

e sostituendo le y pei determinanti delle a, v, le ^ pei determinanti 
delle a, t; e moltiplicando per (aoLu)a^oLj^: 

Scambiando nel primo termine a con b e preadendo la semisomma 
si ottiene : 

si ha dunque: 

ew = -i- (/^ V, ©^ «, V, k: - »*, v^ h:. fV^X*). (XVD) 
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^ 5. — La forma A^ 
Da 

si ottiene: 



e applicando due volte la fonnuLi 

4 .4,v = iak)' («Py)' (flz«) (*?«) (.7,0 + 3 (aAy)' («§f y (tfai.) (A{i«) (rrO 
ovvero, in virtu dei valori di A, A,, A,, A, [C. pag. 462] : 

4 ^,v = (-^ A, »)' + 3 (^. A. «)' = o. (xvm: 

§ 6. — La forma A;^. 
Si trova, applicando tre volte dt seguito b fbnnola (60): 

e, per le fomiule precedenteinente citate a pag. -^62 : 

A = {ahcyaXc. , \ = (ah{y''Ay. = -g- ^-Z, (XIX) 
A,=(a'^Y)'«.fi.Y.= y •/- 4^' ^.=(«^Y)'*.PxYx=- -yA+ ^ ./, 

+ ; S[lia!f.uXl'puXx'^u)xXhl-(a h u) {a x u) (a ? u) xl r. hi] 

I-[{ax'<){bxH){cxuyj>y, — i(abu){acn)(axu)x\bX + f- .iadu){bdu){cd,i)a\h\ 
3 * * 



IL COMBINANTE N DELLA FOKMA TEKNARIA CUBICA. X65 

Le tre parti die coscituiscono il 2'* aiembro $i possono dedurre 
dalla forma 

mediante I'applicazione succcssiva deH'operazione h. Esipriiiiiamo ;uizi- 
tulto la forma X mediante le forme del sisiema completo. Si ha, per 
una nota identit.^ : 

Jit 

=i^adii%biuya\bj'^ -^ {bc£)\aduYJ>j:^M\'\-(^adu){bcuy^bc^^ 

Jd 

Di quest! tre termini il primo i eguale a— Q_.j, il secondo a ~^'^x 

il terzo k nuUo, poich^ uguale a 



2 " 



— {pcS)h,cJ,.a\uX{aiu)(^cii) - {ahiC){dctC) — {acu){hiu^ 



cosicchi : 



^^{hcd){ahd^{cuu)h^cJ,.a\u^-=o; 



x = -(2./--i-Ar.«:. (XX) 



Le formule [C, (3 1)] dinno success! vamente : 

\, — \{a^u){b9.u){c%u)a\b\c\-- \{abu){acu){a%u)%\b\c\, 
4 4 

-T 4 

X^ = (aa«)({iS«)(YS«)a:^:y:. 

La relazione (XX), scritta per la forma composta, diviene perci6 : 

y<.''{adu){hdu){cAu)a\h\c\->^ 
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-(x/+XA)(x'2+3x»X2, +3xVj2. + Vj2,)- 

ed uguagltando i coefBcienti di x'X, x'X' e X^ 
(aauXboiuXcMi)ay/-s(abuXacuXaoM)xlblcl=-l. Q—3 QJ,\ 



(ap»)(*p«)(«p»)a*fl»A* — (fliM)(««")(«P«)<Px* 



Soap 

X 



(.s«)(p8«)(ys«kp:y:=- A-2, + £ N.ui , 

e sostituendo nel valore di Ij^: 

8A^ = A.(23-3Va + 3A..2,-VC = (AxX, Q^y. (XXII) 

Si ottiene cosi un nuovo combinante della fomia ternaria cubi- 
ca , invariante simultaneo delle due forme binarie cubiche in x e X , 
\x c Q^. (Cfr. C. pag. 470). 

Sostituendo a A, A,. . . i valori dati da (XK) si ha : 

81;,=?. A -v./, (xxni) 

ov'6 posto : 

9 =(aP«y(«Y«)P.Y' - 4- •^- (^•OX't^'OKK + -^T. (abuy(acu)bA, 

■* 3 

=-T.{abii)\a%u)b,x\+-^Slaxu)\<t^u)ay,+—S\(^abu)\mi)b/,. 
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Le forme 9 e v stanno nella relazione : 

8<p=v, Sv = — 5.<p, 
come dovea essere per la proprieti combinativa di Ajsr. 

§ 7. — La forma tipica di Aj/. 

Nella Memoria A i dimostrato il seguente teorema : 
« Ciascuna forma appartenente alia forma fondamentale /, molti- 
plicata per una conveniente potenza di 

h una funzione razionale intera delle 7 forme 

/, A, ^, Q, u,, N, K.y^ 

Essendo A^y^ combinante, esso, moltiplicato per una certa potenza 
di G, dev'essere una funzione di ^, Q, w,, N^ K e delle/, d nella 
combinazione : 

Per ottenere questa funzione partiamo da alcune formule del § 9 
della Memoria A^ avvertendo che volendo uniformarci alia notazione 
di Gordan, bisogna alle 

5, r, Q, JV, ^, Q, G()c, X), % T^ 

sostituire risp. le 
-|-5, -|-r, 24Q, 6N, 4^/, 4/ir, G()t, — X), -^5A^,-g-rA^; 

epper6 alle formule 



f^ 
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Z".|^ = S4(>'-5Ar). lf|^=iS4'a. 



*dx, 



dxi 



Z'I-^ = 9(V-Ssf)«.+ -^Nil + 6^Q, 



dx, 



Z"# = 6a Z?.||=i2<f-5„), 



d'JTj 



dXi 



le seguenti : 



i".|f =f 'f, i*.||=="».+ 6*.A',r..^=»u.,+ M 



do 



do 






ax 



Daile primfc due si ottengono le tre: 



d'N 



d'N 



l^^^^^-^^'^-^-^ IZ«A a^Ji-=(i 2V --f 5.^X+6> 



d'N 



2X*'**d|^ = 5N('"'^'-T'^^-/>+ ^'"(' '*'"'- ^' 



Ci6 premesso, il determtnante 



yhT 



d'l^ 



d'W I 



ax^ 


dx^dx. 


dx,dx^ 


d'N 


d^N- 


d*N 


dx,dx^ 


dx'. 


dx,dXj 


d'N 


d'N 


d'N 



d^jdtTj oXjdXj- dx* 
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moitiplicato pel quadrato del determinante 



(xnk)=: — G 



[A pag. 62] 



12N, 
4K, 



4«" 



8Q«. 



6(Qu,-^SW 



(i2r- -I S^,_fX+6NQ 



a«.+3<{'^. (i2f-g .yA._/X+6Na. 3N(i2^'—lSs,_f)+i2fK3^H-K) 



owero 



G'.Ai^=Q.y+ NX, 



ova abbiamo posto : 



(XXIV) 



Y=:ilK'- i2K^'^u^+ 32KVul~-^K.S^,_^.ul-i6Q\ul, 
X = — ^SN^'Qu^ — NilSi_f.u^ + 96Q'<j/«^ — 96^*1^, — 48Za*«, 



96 



+ 48 NKQ^ — 32f if* + — K*S^i^-f 



3 



Da 
si ottiene : 



§ 8. — La forma /«•, 
N=:(fla«)a*«' 



Jjf==^NN'u)XNN''u)XNN''u)\u^u^^axuXaNu)XxN'u')XNN'uyuju^ , 
e applicando due volte la formula 

4/w=3(ai»y(ca«)'(pY«y(fl««)(*P«)(cT«) 
+ (a p «y (iyH)' (f a «)' (a a «) (^ P «) (c Y «) 

= 3tt|tt*«;(eHtt)(eK«)(HKtt) + «>*,«?^,(hh'«)(hh"«)(h'h"«), 

Eend. Gre. Ualem., t. IV, parte i* — Statnpato il 19 aprile 1890. 22 
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owero, essendo nuUo il secondo termine, 

4 
Questa forma, applicanJo la i* e la 3'' delle [C, (46)], diviene 

ma il 2® di questi termini si annulla, epper6 

4 
e finalmente per la (VIII) : 

h='^(pst)ulu:uU (XXV) 

4 

ch'fe il noto combinante di 9* classe. 



§. 9. — La forma 5iyr. 
Da 

e dalla relazione (*) 

si conchiude : 

5^=-^-(NA^'AP'7(ArN''iV*'7A^iV:*«^ti^«^,u„v,. 
Applicando successivamente la formula : 

e servendosi dei valori di A, , A^ . . . . dati dalle (XIX) si ottiene : 



O Vedi la mia Memoria cit. 
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|^^ = (A.A,tty(A.fltt)(A,*«)fl:/.:-(A.A»'(A,a«)(A;*«)<*: 

+ (AA,«y(Aa»)(A,?«)a:p:-(A,A:«y(A.a«)(A;p«)a:p: 
+ (A.A,«y(A.««)(A.N)«:?: -(AA,«y(AP«)(A,a«)flJp: 

^(5' - 8 P)(e/«)(e/«) + -ii-Ke/wXeAw) + (H/uXH/a)] 

— -^g 5'[(eA«)(©A'tt) + (Kfu)(Kfu) + 4(H/«)(HA»)] 

-f — [(H A «) (H A' «) + (K/m) (K a «)] — 4- ^. (K A «) (K A'«), 
abbiamo posto : 

(e/tt)(e/'«)=:»4(ea«)(et»)<^** etc. 

Per esprimere tutto in fiinzione delle forme del sistema completo 
amo dalla forma 

Z = (ea«)(«*«)i4fl»i*, 
^uale, applicando una nota identity, h uguale a 

,b^[(Sauybl + (Sbuyal — (absyul — (afr«ye* + 2(a*«)(a*e)e,« J 



Si ha intanto per la formula (X) 
'^ ha inoltre : 

»^ex=-i-5.«:, [c, pag.447] 

(«i«)(«*e)fl,*,«^e, = y /. 2 - H.«, ; [C, (47)] 
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dnoqae 



2= 



-l-^'-r- fj 2- «. - U. «: - -'- S. ut. (XXVI) 
Per )e ionnu i r [C, (51)] si ha successivamente 

^. = T f("/")(B/«) + (»/«)(e A «)] , 

2. = -|-[(»A»)(rtAr») -f (K/.XK/-/!) + 4(II/«)(11A«)] , 

^, = X [("-^"X"^'") + (»^/«)(lt An)] , 
Z^ = (kAi.)(KA'«), 
e scrivcnJo h nH^zione (XXVI) per la forma composta x/ + X A : 

»*(e/ii)(e/i.)+ 2xX[(///«)(///'«) + (e/«)(eAtt)] + 

+ x'V[(t»AM)(«AM) -r (K/B)(k/'tt) + 4(ll/tt)(HAM)] 
-f- 2*X'[(I1A«)(»A «) + (K/mXKAm)] + V(KAii)(KA'«) = 

_ J_(x»e+2x>.ii+x*Ky+-f„^(x/ + XA) 

2 3 

[(x'+ A^X'4- -|-n')2 + (3x'\- Ax')T] 



ed uguagUando i cocfficicnd dei tcriuiDi in x c X : 
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m 



(Bfu) (efu) = - A e' + A/. 2. «, - H. «: 



12 *' 



(h/«)(h/m) + (e/«)(eA«)=: - eH + -^-a. 2. «, +/.t.», 

— —©•"' — -|-r-»i. 

(eA«)(eA'«) + (Kfu)(Kfu) + 4(H/«)(HAtt) =: - 2H* — S.K 

+ ±s.f. 2 «, + 2A.T.«. - r.e.tt: - -\s.ut , 

2 I (XXVII) 

(HA«)(HA'tt) + (K/«)(KA«) = — H. K + - - r./.2 «, ( 

9 

6 '6-^*4 3 

24 36 "" 



(KA;0(*^^'") = 



29 3 



+ - T.K.ul - — .H.«: - — (~- r - — S']ul 
3 * 12 * 12 \ 3 12 / * 



Sostituendo nel valore di 5v si ha : 

i- 5^ = (-^ r 5- 5^0' + -i- S\ W + — 5. K* 

3 ^ \i8 144 / 18 12 

I ^* r 

5-5.1.0.11 + --^ e.K UK 

18 '36 3 

Si ottiene in tal modo un nuovo combinante della fonna temaria 
cubica , il quale non differisce che per un fattore numerico dairinva- 
riante i della forma binaria biquadratica in x e >>, H^x ; si ha infatti la 
notevole relazione 

5,v=^/hxx. (XX vm) 
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§ 10. — La forma puf. 

Questa forma si ottiene , npplicando quatiro volte di seguito 
formula 

e introducendo i valori di A, , A, . . . ; e si trova : 
8/»y=(AA,«y(AKMXA,KH) - (A.A»'(A,K«XA;K«)+(A.A,«y(A.e«XA,e») 
— (AXaXA'eMXA;eM)+ (A.A,«)'(A, WuX^^'Au) - (AA,u)'(AH«XA,H») 

- -f + W^^^^^ T^^"^- fst^'^^-y t"H] 

+ j[HK]-4[KK], 
owero per le formule [C, (127)]: 

p^=±^-±RF+ rr.--i-5»rr + -i 5rs-) = -i*, (xxix) 

giusta I'espressione di 4> data a pag. 512 della Mem. C 

La proprieti combinantiva di questa forma vicne messa in cvidcnza 
dalla notevole relazione 

4> = —L^S^,F^y. (XXX) 

4 

§ II. — La forma Bjf. 
Applicando la solita formula [C, (60)] si ha : 

85^=(AA,«y(A.A,«)XAA.«XA.A,«)-(A.A«)XArA,«)'(A;A;'«X^.'^3«) 

+ (a.a;«)'(a,a;«)'(a.a.«xa;a» - (aa,«)'(a;a;'«)'(aa;'«xa.a;«) 

+ ~ (AA,«XA.A,«)'(AA,«XA,A.«) - -^- iX\^u\i^' S'^uy(^\'j,X\^' u) 

4 
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owero, fncendo uso dei valori di A, , A, ... etc. 
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B^ = —^R.{S'[se] + 85[HH]— I2[KK]— 16 T[BH] + 45[eK]]. 

La quantity dentro parentesi si annuUa in virt6 delle formule [C, 
(127)], epper6 : 

By=o. (XXXI) 



Parte seconda — La ourva N=o. 
§. I. — La forma canonica di N. 

Partendo dalla fbnna canonica di /: 



SI trova : 



f=a(x] + xl + x\) + 6bx,x,x , 



A = 6(a'+ 2PXx,x^ — 6ab'(x]+xl+x\) = a(jr,'+*i+*D + 6Px,x,*, 



At=2(*a-flp)[xK«A-«,*,)+ *l(«,*j-«.*.)+*K«.*.-».*0]. (xxxn) 

e indicando con N, , JV„ , etCs le derivate : 



I dN I d»N 

4 dx^* izdx^dx^ 



, etc , 



AT,, = 2 X, («, *, — «, *,) , N„ = 2 *, («, *. — «, X,), 



(xxxni) 
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±S^.= xx,x..'. _ (xj -I- x^ -f xj).v , (XXXfV^ 






Dalh stessa fixma canonica di / si ha, a niaio d'un fiittore nu- 
merico, 

>=(rtrK«''=«.'.(«J-«D-^ «A("I- «') + "I'jW-^'X (XXXV) 

fonna duale di ^V, daUa quale deriva, scambiando le x colle u. 
Formtndo la jacobiana dcHe tre fonne: 

?, V, N 
a trova: 

(? V N) = - 2(ui - i.D(i»| - «!x«! - »D- 
.[«! («. *, - «, *,) + < («, «, - ». *.) + *I («, ». - ». *01 (xxxvi) 

Rispetto alle due fbnne f e t ^ ha b notevole propried 

(9Vv)'so, (XXXVn) 

si trova infatti , indicando con A^ Tessiaoa di x '- 

Ay = «>:«;. r + (ulu] + u\u\ + «JttD.v. 
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Dalla forma canonica di N si banno infine i seguenti risultati 



^^ = ; B^ = o ; [Cfr. (XVm) e (XXXI)] 



si tj 



■^= C^W»)*«, «^ = «, «, wj + «, tt, i^ + «, «, J/* 



,u^v,(vl-^vl)+u^u,vXvl+v])-\-u,u,v,(v\+vl)- (XXXVm) 

— 3v,v,Vj(u*v, + u\v, + «*v,); 
in&tti, ponendo le v uguali alle m: 

— (NN'v)XNN"v)XN'N"vyuju^^^ 
24 

+ («^ - »l>lvl + («| - uDvlvl + («| - wl) tf>J 

+ 2 «, «j t^ t^ («, t^ — «, l^) + tt, «. »,X («j »J - «. »J) 

'"«,»,(«,», — «,w,) + «,V.(«,», — «,«',) + "jV.VjO'.*, — «,vO] ; (XXXK) 



a in&td ponendo le v uguali alle »: 



uyCNN"uyiN'N"uyu,u^u^, = 72 (tt^ - «')(«♦ - «J)(«| - «D , 



^^^^ si accorda colla formula (XXV) , giusta il significato geometrico 
^* combinante (j>si)u^u^u]. 



^^'sC 







(XL) 



^^^ipul. C/rr. Matim.f t IV» parte 1/ — ^Statnpato il 19 aprile 1890. a^ 
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r,,=-4«J(«J+«|K-4a:(«|+»»X-4«|(«|+»»>cf 



+8«X(«?+2«>Jx+8»X0»'+2«!)*X+8«:«.(«!+2'*|K'*. 



— 4»i»}(»'+2«*|+9»!K*J— 4»|«.(»l+2«»+9»!K*J 
-4»;«.(«|+ 2«!+ 9«'K<-4»:«»,(»l+2«,'+ 9«iK*J (XLI) 

— 4»*X(«!+2»'+9«,'Kj^— 4»>.(«»+2«*!+9«,'K*I 

— 8»,«,tt,(4«|+»|+ «1K v.— ^".''•''jC'*"! + «.H «j'K*.*> 
+8»;«,(»J-«!+3»!)*l*t*.+^«>}("'— "?+3'*!>M*j 

+8«X(«1— «!+3»')*l*:*.+8».'».(»,-«l+3»lK^*. 

— 78ttX'*}^*i*J« 
^ 2. — Imterpretazioni geometriche. 

I risultati precedent! si possono convenientemente applicare alio 

sntdio dellc principali proprieti della curva del 4** ordine (*) : 

N=:(acLu)alcLlz=zo. (u costante) 



(*) Di questa curva si occup6 il compianto Professore C a p o r a 1 i » il quale 
in dfia breve comunicaaone &tta nel Dicembre del 1882 enunci6 parecchi dei teo- 
retni ditnostrati in questo paragrafo. 
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Questa curva non ha punti doppi e i suoi 24 flessi si separano 
in due gruppi, ognuno dei quali, giusta le (XXXII) e (XXXVI), 4 co- 
stituito dai vertici dei triangoli sizigetici appartenenn ad un fascio sizi- 
gedco di curve del 3* ordine; i &sci sono 

x/+XA = o e (A9 + ^V = 0. 

La curva N = o & jacobiana delle tre curve : 



owero, supponendo /^ o o, delle tre : 



? = o, V = o, N = o, 
(XXXVI) 



giusta la tormula (aaavi;. 

I 12 flessi di ciascun gruppo sono situati , giusta la teoria delle 
curve del 3^ ordine, quattro a quattro suUe nove rette armoniche del 
£iscio sizigetico. Ci6 viene confermato dalla formula 

ricordando che 

= e G?so 



sono le equazioni delle 9 rette armoniche, e dei quattro triangoli sizi- 
getici. In&tti i punti comuni alle due curve : 

N= o e = 
sono comuni alle due 

Aj^=o e G = o; 

essi sono dunque i vertici dei triangoli sizigetici, i quali sono contati 
tre volte nell'equazione Q = o, due volte nell'equazione G*=zo, ep- 
per6 entrano semplicemente frai punti d'intersezione delle due curve 

iV=o e Av=0, 



7^ 
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I 12 flessi del i^ gruppo sono indipendenti dalla retta 
u, epper6 sono comuni alle curve della rete 

(fl a «) aj aj = o ; (u variabile) 

naturalmente variano le tangenti d'inflessione. 

L'essiana di N^ giusta la formula (XXIII), passa pei punti base 
del due &sci sizigedci 

x/ + XA = 0, (1.9 + V V = 

proiettivi, che generano Tessiana stessa. Inoltre per la (XXXIV) la cu- 
bica V = del fascio ((x , v) passa pei vertici di un triangolo sizige- 
tico del fascio (x , X). Riferendo la curva N=o agli altri tre trian- 
goli sizigerici del fascio (x, X) si ripcte la stessa proprieti; cosicchi nel 
fascio ([A, v) esistono 4 curve die passano rispettivamente pei vertici 
dei triangoli sizigerici del fascio (x, X), e rcciprocamente. 

Le quattro tangenti d'inflessione dci flessi die stanno sopra una 
retta armonica incontrano ulteriormente la curva N=o, in virti d*un 
noto teorema, in 4 punti della stessa retta. Si oiterrebbero cosi 9 rette 
corrispondenti alle 9 rette amioniclie, ma 6 facile vcdere ch'esse coin- 
ddono nella stessa retta 

Ns(x/Jc)ttJttf = o. 
Riferendo la curva iV=o agli altri tre triangoli sizigetici del fascio 

x/ + XA = 0, 
doh posto : 
y^=x^ + ^, + ^, , y,=:x, + tx^ + z^x^ , y^=x^ + t^x^ + «f, , \ 

ovv. 

J^«=*i + «^, + ^5> ;',=^. + x^ + ^^, y^^x^ + e>jf, + z^x^ , J (XLH) 
ow. 
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e posto rispettivamente : 

v,=u, + », + »,, t;,=ti, + «% + ««, . v^=zu, + «ti, + «*a, , 
w,==«, + «»a, + «j, u;,=«, + ii, + «»«3, u;,=a, + w, + eaj, [(XUn) 

r,=ii, + «K, + iij, r,=ti. + «, + «#,, r,=ii, + «»ii, + e^n,, 
si ottiene 



dove le y non hanno lo stesso significato nelle tre relazioni. 

La equazione della curva iV=o pu6 mettersi dunque sotto altre 
tre forme analoghe alia (XXXII) , le quali permettono d'enunciare la 
seguente proprieti : 

« Le tre tangenti d'inflessione nei vertici d'ogni triangolo sizige- 
c tico concorrono in un punto ». 

Calcoliamo le coordinate di questi quattro punti. 

Espritnendo le nuove coordinate y in fiinzione delle andche si ha 
rispettivamente, giusta le formule (XLII) e (XLIII): 

v^y, - v,y, =«(» — 0[*. («a — «,) + *,(«, — «,) + *,(«, — «J] 
Vi — *'«^« = **(' — [*. (««. - «,) + «, (« »j — ».) + *, («». - "J] 

vj, — f 0'» = 3» (e — i) [«, (tt, — e«j) + *, («j — e«,) + *, (», — «i^] 
e il punto d'incontro P, ha le coordinate 



rl • 
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(P,) : Jc, : X, : Xj = »,«, — e«; : «,«, — «»; : »,«, — «»» ; 

r^i — rj, =(« — [««,(«, — 8 «j) + «x,(e»j — «,) + x,(», - lr^^ 



(P^i X, : X, : Xj = «,«j — e»ttj : «j«, — e»«j : a, », — «»«j. 

Le coordinate del punto P, reladvo alia forma (XXXIQ sono evi- 
dentemente 



(P.): 



^1 • ^* • * ^^"' 1 X * t I " I a 



I punti P, , P, , Pj , P^ fonnano un gnippo equianarmonico ed 
appartengono alia retta 

N s tt,x,(ttj — u\) + u,x^(u\ — u]) + u^x^(u] — iiD =3 o , 

la quale appartiene pcrcio all'inviluppo equianarmonico : 

/v = (A«Srt;)X<=o. 

Resta dunque dimostrato 11 teorema : 

<c Le quattro tangenti d'inflessione del flessi situati sopra ciascuna 
« delle rette armoniche incontrano ulteriormente la curva N = o nd 
(( punti in cui questa e segata dalla retta N = o »• 

Abbiamo finora supposto [Cfr. formula (XXXVI)] 
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cioi abbiamo supposto che la retta u^=:o non passi per uno dei flessi 
del fascio sizigetico 

x/+ Xd = o. 

La curva N=:o non ha punti doppi. II sue discriminante posto 
i^uale a zero d^ un inviluppo della 2j^ classe alle cui tangent! u cor- 
rispondono curve della rete 

(a a tt) ^ J aj = o (u variabile) 

con un punto doppio. Intanto h facile vedere che questo discriminante 
contiene a £ittore il discriminante della forma fondamentale /, cioi R. 
Infatti se i ^ = si pu6 scrivere : 

fsx\ + xl + 6x^x^x^ = 0, 
da cui: 

— -^N^ u^x^(x] — xl) + x^x^{u,xl — u^x]) = o , 

e la curva JV=o acquista un punto triplo nel vertice x^z=zx^:=zo. 
II discriminante D^ della forma N si annulla se la retta u passa 
per un flesso del &scio ()c, X). Infatti questo flesso, punto comune alle 
tre curve 

/ = a^ = o, \ = clI=zo, w, = o, 



dev*essere doppio per la loro jacobiana ATrso, anzi, essendo Jj^z 
la retta u appartiene all'inviluppo armonico di N^ epper6 il flesso di* 
viene punto triplo per la curva JV=o; cosicchfe di queirinviluppo di 
27* classe fanno parte i 9 flessi del fascio (x, X), Ma i facile vedere 
che ne fanno parte anche i 12 vertici dei triangoli sizigetici dello stesso 
fascio. Infatti se la retta u passa per uno di quel vertici, la corrispon- 
dente curva JV = si scompone nel lato opposto e nelle tre rette ar- 
moniche passanti per quel vertice. 

Per completare il discriminante Dj^ resterebbe a trovare un fattore, 
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combinante e ddla 6^ dasse, e un esame dd combinand di qaesta ^ 
de porterebbe a condiiudere ch'esso non pu6 differire dalla 6xmi 

^^ 12 

che per un fiittore numerico. Questa forma posta uguale a zero di una 
curva della 6^ dasse che gode ddle s^uenti propriety : essa hod ha 
tangend doppie ni stazionarie e le sue tangend cuspidal! passano set 
a sd pd dodid verdci dd triangoli sizigedd dd fiisdo (x, X). 
Si ha in£itd 

♦ ==i2(^)fK + «J + uJ-io(u>| + ii|uJ + ii|iil)], 

A^ = -^ «♦.<*. w,u,[(f*J + fij + f*|y - 27 ulu>3 
= ^R^u,u,u^(u\ + ul + u] — 3f*,a,ii,). 

.(^1 + «J + «*! - 3«*«.«*.«s)-(^I + ^l + ^'] — 3««.«i^) ; 

epper6 

si scompone nd verdd dd trilateri sidgedci : 

»!+«,'+«|— 3«.«,«,=("t+«»+«,X«.+«X+«*M+***»+**"j)=°' 

«!+«.'+«!— 3«*».«,»,=(«.+«'«.+«,X«.+».+«*»3X«.+««.+«'3)=0' 

«l+«j+»;-3«»,«,«,=(«,+««.+»,X«.+«,+««0(«.+«X+«*«,)=o. 

L'equazione di questi verdci h, giusta una formula diAroDhold 
[^. (74)], 
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la proprieti combinantiva del i^ membro viene resa evidente , osscr- 
vando ch'esso differisce solamente per un fattorc numerico dal discri- 
minanrc della cuLica binaria in x, >.: :^; si ha infatti 

r = - i?s^. (XLV) 

Due altri combinanti di questa specie si otterrebbero dagl'invarianti 
delle forme binarie risp. di 4** e 5°ordine F^ e T^x [C, (39) e (129)], 
ma & facile vedere che: 

e che : 

/t^= -1 (xn + xp)s (XLvn) [Cfr. c, (51)] 

da cui 

^T. =0. (XLVIII) 



Messin.i, 23 marzo 1890. 



G. Maisako. 



MMi 



Rind. Circ. Matem,^ t. IV, parte 1* — Stampato U 2 tnaggio 1890. 24 
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NOTE CONCERNING A FUNDAMENTAL THEOREM 



OF ELLIPTIC FUNCTIONS , 
AS TREATED IN HALPHEN'S TRAIT£, VOL. I, PAGES 39-41 ; 

By E. H. Moore, Evanston, III. 



Aduaanu del 23 marso 1890. 



I. The theorem in question is (Joe. ciL, p. 40): 
// exisU un argument u et tin seul (a des ninltiples pres dcs pirio- 
des) pour lequel pu ct p'n soient respectivewent igatix a des quantitis 
imaginaires donnies^ virifiant la relation p'^ = 4p' — g^p — gy 

As to the theory of elliptic functions relying only on the deve- 
lopments of the earlier pages of Hal ph en, I wish to give fuller 
expression to certain points of the proof of this theorem. For the 
sake of clearness it is well to have before us in outline the course 
along which Hal p hen leads us to the theorem to be considered. He 
defines geometrically the function sn(« , k) of a real argument u and 
with a real modulus h , and , after a preliminary study of its funda- 
mental differential and addition-theorem properties , in terms of it he 
defines the Weiers trass p(«; g^y g^ of a real argument u and 
with the Tczlinvariants g^y g^^ which are any two real quantities sa- 
tisfying the condition of inequality, 

(i) Sl — ^7g\>0. 
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He shows that this function satisfies the diflferential relation 
(2) p'^i* = (^-^ = 4P'^ — g^V^ — i, » 

and that for it the addition-theorem has the form (p. 30) 

(3) i P(«. + «a)— P": P(^, + "a)— P"a P^ i" P^a 
( P(«, + «a) + P^, + P«a =7 5'.. 

For a pure-imaginary argument / u (u real, i =:{/ — i) the func- 
tion is defined (p. 32) by the equation 

pO'«; giy g^) = — p(«; g^y — g^X 

(^a> fjreal; fl— 27 g\=^gl- 27 (- ^j/> o) 

and it appears that for the function of the pure-imaginary argument 
as for the function of the real argument, the differential equation (2) 
and the addition-theorem (3) hold. The addition-theorem equation is used 
(p. 34) to define for a complex argument « = a + la a function de- 
pending on the two variables ^, a and in fact on them only as en- 
tering into the complex variable w = ^f -f la; thus is defined a fun- 
ction pw of the complex argument u, for which the diflferential equa- 
tion (2) and the addition-theorem (3) hold and which is a doubly 
periodic (periods 2c«> real, 26>' pure-imaginary) even function of its 
argument. It appears that two arguments u and v for which j)tt=pz; 
and p'a = p't; are themselves equal to multiples of the periods prcs. 

2. Then comes the theorem under consideration ; la fonction pu 
passe par ioutes Its valciirs r idles ou imaginaires ; which is more de- 
finitely stated at the beginning of § i. It is proved that for any two 
real quantities />, , r, satisfying the relation (2) 

(4) < = Ap\-g.Pv-g^ 
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there is aa Mgumcnc uzxa (itself real or the sum of a real quantity 
and the imaginan- hilf-period u') such that pa^=:p^y p'a:=zr^^ and 
similarly that for two quantities p^ , ir^^ the first real , the second 
pure-imaginary, satis^ii^ the relation (a) 

(5) 0>,y = 4/»I — & A — ^, 

there is an argument h (itself pure-imaginary or the sum of a puie- 
imaginary quantitj- and the real half-period u) such that p^=/,, 
p'^ = ff^. It remains to prove (and to this part of the proof our at- 
tention will be confined) the theorem for the complex values of p«(, 
p'u: far any two complex quantities A + iB, A' + iff {A, A\ B, V 
real) satisfying the relation (2) 

(6) (J' + I By = 4(^ + I By - i^^ + ilS) - g^ 

then is an arptment u such Aai pu:s: A + 1 0, p*u = A' + iV. 
That all argtmients whose function-and iirst-derivative-values art re- 
q>eccivtty equal differ at most by multiples of the periods has been 
ptDvcd earlier. 

Usii^ then the addition*theorem (which sen*ed to define the fim- 
ction pn for the complex argument) and using also the parts of this 
theorem already proved, one seeks to detennine the p^-=ipa^ r, =:f'tf, 
y>j = pfr, ir^:=zp'b (the first three real, the fourth pure-imaginary) of 
two arguments a , b such that the values p{a + b)^ p*(a + b) de- 
termiaed from them by the addition-theorem equations (3) shall re- 
spectively equal the given A -i- iB, A* + fB'; then the argument 
u:=za + b would fulfill the required conditions. 

The addition-theorem equations ()) would require 

(8) (^ + iB) + /». + />,= 7?* = :^(* + iyy. 

lu these three equations the 4, B, J\ B\ arc given real quantities 
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subject only to the condition (6) [and the ^r^ , g^ entering (6) are given 
r*?al quantities subject only to the inequality-condition (i), ^| — 27^ >o] 
aad we wish to detwTmine the six unknowns x, y^ />, , ^, » /^a? ^2 as 
real quantities. Separating then in eich equation the real and imagi- 
nary parts, considering the unknowns as real, wc have six equations 
for the six unknowns, which equations do in fact lead to two (at least, 
and in fact four) sets of real values of the unknowns, as was wished. 
And so the theorem is proved, ;/ only (*) out of such a set of values 
of the six unknowns each of the pairs (A^ , r^), (z^^, /rj satisfies the 
relation 

which by the first part of the tlieorem is the necessary and sufficient 
condition of their being admissible values of (p//, p'«) for certain argu- 
ments tt = fl, « = i respectively. 

3. I shall now give Halphen's proof that there are at least two 
sets of real values of the^ six unknowns satisfying equations (7) (8) , 
and then a direct study of thj pairs (p, , rj, (/>j, irj of either set 
will show that the relation (2) is in tact satisfied for each pair. 

The three equations (7, 8) give by separation of real and imagi- 
nary die six equations 

(.^^^)A' + r, = Ax-Dy-Xl\, (7,,) B' = Ay + Bx -yp,, 

(7„) A' = Ax -By- xp, , (7^) W + r, =-. Ay + Bx -y[>^ , 



(8.) ^ + l>.+^ = ~(ix'-f), (8J 2B = xy. 



(•) H alp hen retains the unknowns in the equations (7) (8) in the fomi 
*» y» P^9 P''^ P^9 -^P' ^ '^nd se.ms to aisunie that out of a set of six real values 

of the unknowns satisfying (7) (8) each of the pn'rs (pa, p^a) (pb^ 1 (4 P'^)) 
does (as suggested by the notation) satisfy the rglAtion (2). 
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E!im?njtirg v throughout by (8.) and expressing p^^p^y r, , r, in tenns 
of .X and the given A, B, A\ B by the equations (7., , 7,,,7ii'7j 
we have the equations 

(?;:) P. = ^(^ix^-A'x-2B^), A-p, = ^(A^x + 2P), 

which give from (8,, 8 J the resolvant in x, 

(8') x^_2^jc'-f i2^x^ ^4//'x — 4B* = o. 

This quartic resolvant !ias no root .y=o (for if B were o, we should 
be dealing with the iirst and not the second part of the theorem) 
and. having tirst cojltici-jnt positive and last coefficient negative, it has 
at least two rail roots -v , and the relations (8, , 7^,2 , ... 7'„) gi^*^ 
corresponding real values of the unknowns v, />, , />i , r^ , r^ ; that is, 

m 

the three equations (7, 8) do have two sets of real values of the st^ 
unknowns (and this is trae indeed for perfectly arbitrary real valu^^ 
A, /}, A\ B), 

It remains to prove that each of the two pairs of quantities (/>, , f,^' 
(/>j, if\) determined by equatiop.s (7',, . . . ^22) > '^^ which the -v X 
the same real root of the equation (8') satisfies the relation 

(2) ?'" = '\V' — S2P-S,. 

where 

(0 S2. S, real; sl — 27s]>Oy 

when substituted for (p, p'); it is granted that the real quantities Ay B, 
A', B entering into the determination of (/>, , r,), (/>, , ir^ arc such 
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that the relation (2) is satisfied also for (A + iB^ A' + ^B') 
(6) (A' + «F)' = 4(^ + iB)'-g,(A + iB)-g^ , 

and this is the sole point of contact between the (/>, , r,), (/>, , 1 r,) 
and the g^ , g^ of the relation (2) which they are to be shown to satisfy. 

We think of ^, , g^ as initially given real and such that^' — 27^*>o 
and that then the four real quantities A^ 5, A'y B' are constrained to 
satisfy the two relations (6,, 6,) which arise from (6) by separation 
of real and imaginary. We may however think of A , 5 , A'y B' as 
initially given real and limited only by the condition of inequality that 
the two real quantities ^, , g^ fully determined from them by (6,, 6,) 
satbfy the inequality ^ gl — 27 ^^ > 0. We may think then that the 
quartic in x (8') has real coefBcients limited only by this inequality- 
condition, which is in eflfect that its discriminant be positive, for g^ , g^ 
turn out to be its fundamental invariants. 

It is convenient to replace the quartic (8') by 

(8") /(^) sa,^ + 4a,x' + 6a,x' + ^a,x + a^ 

B' 
— ^o(\ — 2-g--^^ + i2^x* — 4y4'jc — 4B*) = o, 

so that the -^ , ... B' are replaced by the a^^ ... a^ in accordance 
with the equations 

— =—2-' ^ = --» ^' = _^ 
B a^^ * a^^ fl' 



o '^o "'o 



(9) 

^=-il- *=ll/l' '■={7)'- 

Equation (6) after the insertion of a factor aj becomes 

(«o «j — «. V^O' = 4 ''o (t <*. — iV^y 
(6") _ 



192 E. H. MOORE. 

from which by separation of the pans rational and irrational ^h re- 
spect to the ^o . . . fl^ [an operation equivalent to the separation erf 
tha real and imaginary parts of (6)] are t^'o equations linear in a^;,, 
^lii which lead to 

(10) <g. = ^o^,-4<Jr^,+ 3< ^h O 

whence a^g^ = /» , ^o^j = /j are indeed the fundamental invariants /„ 
/j of the quartic f{x). In terms of these the discriminant (**) R of 

the quartic is given by the equation, Rz=iJ\ — 27/*, so that here, 
^ = a^ {g\ — 27 ^) > o, the discriminant is positive, and hence, since 
the quartic has two real roots , all its roots are real. Thus is pfoved 
algebraically the reality of the four roots of the x-quartic, and so of 
the four sets of values of the six unknowns satisfying the equa&tts 
(7, 8). This is in agreement with Ha Ip hen, who easily shows (p, 42) 
a posteriori , by considerations from the elliptic-function theofy , that 
the quartic has four real roots. 

In the equations (7') replacing the ^4. . . . B' by the tf^, ... tf^ 
in accordance with (9), one has 

(7«) 2a,/>, = ^(tf,x* + la^x + = ^-;?- + 2^,^ + ^^ » 



O 1 use the notation of the German edition ofFa^ di Bruno. 

(**) For the quartic /(x), the standard reducing cubic may be taken in ^ form 

o = 4flJ « — Aao« +/j = flJ(4M' — fa « + ft ) 
(B u r n s i d e and P a n t o n, Theory of Equations, i" edition , p. 1 16 ; by setting 
2 00 M = X, one has X' — /, X -|- 2/J = o, the form of F a i d i Bruno, p. 217). 
Thus the fundamental cubic 4^* — fi x — f j = ^ of the p-function is a linear tran- 
sformation of the reducing cubic of the quartic f(x) = o. 
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(I'D «o»>. = - |/^^ («o** + 2«.*' - 2",* - "4) 

where the final forms of (7^, , 7^',) are obtained by the permissible use 
of the relation /(x) = o (8") to eliminate the a^, a^ respectively. 

Now the relation (2) may be written, by the insertion of a factor 
2al and the use of (10, 11). 

(2") (2floPy — /.(2 ^oP) — 2/3 — 2a^(a^py = o. 

This relation (2") is satisfied by j)=/),, p' = r^ [determined by the 
equations (j^ , 7'',) , where x is a root of the quartic f(x) = o] , 
for one has 

(«) (2ajy - h{2aj,) - 2/3 - 2fl,(tf,f.y 

= (tf^x'+ 2fl,x + fl^y_/^(fl^x*+ 2a^x + tf,) — 2/, 

= -/WK(^o^' + 2rt,x + tfj + 2{a^a, — flj)]; 

this final identity may readily be verified; the cofactor of the f{x) on 
the right is most easily obtained as the coefficient of the a^ terms 
on the left, which enter from the /,, J^ (10, 1 1). From this identity 
(12), by writing throughout for {a^, a^,a^,a^, a J, (a^, a^,a^,a^, a^ 

respectively (which does not change /, or J^ and for x, — , one has 
the identity 

(13) (^~r + 2a, -i. + a.y — J.ia^'^ + 2a, -i- + aj 

— 2/, — 2a,{a^^ + 3^3-^ + 3a, -^ + fl,y 
i^^. C^*^. MaUm^ t IV, parte i.^^Sumpato il ai giugno 1890. 25 
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= - ^ /WK<«4 ^ + 2«, 4" + O + 2(fl4«». -*?]> 

which expresses^ after writing the last tenn of left in fbnn 

and remembering that /(x) = o has no root x ^ o, the £ict diattbe 
relation (2") is satisfied also by prz^,, p' = ir^, as detenninodby 
the equations (7^^',, 7^',), where x is a root of the quartic/(x)=o 

Korth^tstern University, 

ETanstJO, lUinois, 

Fck. n, 1S90. 

E. H. Moots. 
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SOPRA UN TEOREMA DEL SIG. HUMBERT; 



Osservazioni di 8ui4o^Ca«UlftMAV«, m ToiiM {% 



MTt ghipo itfo. 



Solo da pochi giorni, riceveado il (asdcolo del RendiconH che la contiene (tomo IV» 
pag. 72), potei veder« h repffca fatta M stg. Humbert neMa seduta del 23 feb- 
brajo scorso, alia mia Comunicazione in data 13 febbrajo. 

Per6 quella repKca roi conferma nelle idee che g& espressi, poich^ la (fimostra- 
zione data dal sig. Humbert non rcgge. la essa it difetto » come si saii accoito 
chiunque abbia preseote una ben nota Memoria del sig. Ndther (U^er FlMin, 
wehbe Scbaaren rationale Qirven besiti$H, Math. Ann&len, Bd. in, cfr, pag. 162 e 
seguenti), consiste neU'ammettere che le varte cubiche delta superftde possano rap- 
presentarsi in un deter minato raodo mediante le equazioni (i). II Ndther nel caso 
anslogo , in cui si tratta di una superiicie con una serie 00^ di curve razionaH C » 
per poter stabilire una corrispondenza untvoca fra i punti delta superfide e le teme 
di valori dd parametri p, X, ^ gH ultimidue essendo legati da un*equazione/(X, [a.)=0 
(df\ quali paramietri it primo p fissa nn punto sopra una curva C, mentre la coppia 
X, (i. sodisfacentc alia /= o fissa wtj delk oqi curve C)» ha cur.i di dimostrare con 
tutto il rigore, che esiste almeno una curva O secante in un sol punto ciascuna curva 
C, ed esiste quindi una ben deterwinatj rappresentazione parametffca su ognuna ddle oo' 
curve C: e lascia sospeso il caso in cui non si vede I'esistenza di una tal curva O, 

Per la nostra superficie con oe^ cubiche piane C\ la rappresentazione del sig. Hum- 
bert mediante Ic (i) fa corrispondere ad ogni punto delta superficie un solo valore 
di u (a meno di multipli dei periodi) , sollanto quando si possa fissure sopra ogni cu^ 



C) Qae»te oucrTazioni e «no tcritte p«r i ffrMf al sola scopo di a^rettarnc It pobblica^ioat tcq- 
9cro MttrH« m1 corpo dci i^ tn i it^n H* 
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hica C ntu hen diUrmmaia ed unica rapprtsaOa^umB farameirka , per i1 cbe ^ mm- 
sjrio che csisu una curva C, U qjale venga descritu da mji solofesso. Se il sig. H am- 
ber t animette Tesbtenzi (ti questa C\ egli anunette che gU in parte si Teri6dii 
que! tcorema che egli si propone di dimostrjre. Se invece il sig. Hombert nan 
£a quest 1 ipotesi , umi gi^ una ma forse un certo numero ifc > i di rappreseotaiiod 
parimctri^he (formanti un gruppo irriduUihtU) si potranno (issare su dascanacnm 
C, staccandole dalle rinianenti rappresentazioni ,della C; in ul caso si hanno per 
ogni punto della soperficie h vakm di s (iocongnu rispetto ai periodi)« ed oaa stessa 
curva O k, descritu non gii da uno ma da k punti di C , e predsamente in modo 
che ciascun punto di C i posiaionc dl uno solo tra i k ponti (dal che risolta dono 
non doversi chianiaie la C rioniooe di k curve). 

E 51 badi bene che resistenza di una curva descritta da un solo flesso t condi- 
zione mcessaria^ ma non ancora sufficienle, perchi r^Sg^ '^ dimostraztone del sig. Hum- 
bert. Per spiegarlo nel modo pid chtaro mi servo de!l*uItimo dei due esemfn cbe 
ho addotto nel^a Comunicauone del 1 5 febbrajo, e che il sig. Humbert non cre- 
dctte di discutere. L'esempio riguardava la superikie cubict dt rivolazioiie, la quak, 
scegliendo I'assc di rotazione come assc delle x , e il flesso che descrive uiu rena 
all'lnfmito come punto u =: o, pu6 rappresentarsi mediante le equaziooi : 



d^^ve ath determtnano la cubica mericfiana* e sono legati dalla relazioiie a* 4~ ^ = <» 
quelle equazioni sostituiscono nel nostro caso le (i) del sig. Humbert. Ora si vede 
che le coppie di parametri a, b sono in corrbpondenza univoca, non coUa serie ddle 
cubiche , ma colla serie delle loro rappresentazioni parainetriche considerate , siccbfc 
una stessa cubica corrbponde ttnto alia coppla (j, b)^ quanto alia ( — a, — b)^ tnentre 
tl punto che nella rappresentazione colla coppia (a » b) corrisponde ad un certo va- 
lore di u, nella rappresentazione con (— a,— &) corrbponde al valore opposto-«. Dal 
che segue che uno stesso cerchio C i descritto dai punti u e — 11 della cubica (a, b) 
(in particolare da due flessiX e predsamente in guisa che ciascun punto di C vienc 
incontrato laia sola voUa , quando la cubica meridiana ruottndo dx un diedro piatto 
descrive tutu la superiide. 

Torinoi 23 maggio 1890. 

GuiDO Castelmuovo. 
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SULLE EQUAZIONI ALGEBRICO-DIFFERENZIALI 



DEL PRIMO ORDINE ; 



Nota II di Giuiio Vivanti, in Mantova. 



Adananu del i) aprile 1890. 



I . La presence Nota h h continuazione di un'altra pubblicata sotto 
lo stesso titolo in questo volume dei Rendiconti (*). 11 problcma che 
in esse mi propongo & il seguente : Quali sono le condizioni neces- 
saiie e sufficienti perchi un integrale d*un*equazione algebrico-difFe- 
renziale del i** ordine possa esprimersi algebricamente mediante grin- 
tegrali di due equazioni algebrico-ditferonziali linear! siniultanee del i" 



(•) Pag. 9-24. Mi permctto di correggerc qui alcuni errori che mi sono sfug- 

giti nella revisione delle bozze di stampa di quella Nota : 

Pag. IS Invece di: ^, e^-^^tO leggasi: «**, ^•-^••O) 

, dv dv, 

» 17 1. 10 » -J— » -T^ 

' a^ di 



18 » 12 



*h(7)]- *['*(f)] 



» 22 » 14 Dope: costante aggiungasi: (=0) 

» 23 » 13 Gincellisi la parola: lineare 

» »» 16-17 Invece di: indipendente leggasi: dipendente 

» » » oltiroa » ^(0^1 • ^(x)^i 

9 24 Tryuportisi la nou a pi6 di pagiaa a pag. 23. 
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n£oe? L'attalxsi die coodoce alia risoluzioiic di questo pioUemi 
lira rbrse alquanto lunga retadvamcnte alia limitata importanza di 
B5o; ma tuoavia nx'iaduco a pubUicaria, perchi essa offire resempio 
i van acii&zi che possooo nusdre udli ndla trattazione di quesdooi 



A tit 

a. Sia -TT =/(*^» QA^eqaaaoue algd)cico-diffcreiiziale del i* 

)rdinc. c sicDo j^ = H,(x^ jr. 0. ;A = ^.(«f 7f ^"^ equaaoni 

dgd>rico-diliierenziali snnultanee del i** onUne. Suppongasi cdstat fia 
^ integrali tiasccndenti w, x, y di queste tre equazioai una rekaooe 
ilgebrica u* = F(x t). Indicando coo ^, q^ r, j, f le derivate parziafi 
di F(x, jr) rispetto ad x e ad jr, si avii: 

qMbkii dovrJi cssere identkamoite rispetto ad x. y^ ^ : 

/[f(«>:y). d = ^.p + ^.?- 

Per applicare a questi eqiuzione , in cui per ora :^ si riguarda 
come un paramctro, il nictodo d'Eulero, si devono coosiderare le equa- 
zioni ausiliaric : 

dx dy dF 

-H, - H. -JW)' 

So Ic tuiuioni H^^ H, sono tali, chc si possano detcnninate due 
funzioni X(x, y), Y {x, y) di x, y per cui sia : 

e se si pone : 

S^m = '°'=''('^' /ic^) = '°"°''^'^' //^= "^^("^ 



SULLE EQUAZIOKI ALGBBRICO-DIPFEREKZIALI DEL PRIMO ORDINE. f^^ 

si avri per V integralc cercato , indicando con una funrione atbi- 
traria : 

iogx(/0 - iogi..( Y) = enogi.(X) - iogL,(r)]. 

e infine, denotando con 4^ la funzione inversa di x ^ ponendo 



IV 



e(logu) = \ogV(u), 



Lc funzioni X, Y, L, ,£,,*, V contengono 4utte come para- 
metro la :;[; eresta da determinarsiy quando ci6 sia possfbile, la fun- 
zione arbitraria W in modo che 11 secondo membro dell'ultima equa- 
zione contenga (algebricamente) x ed % ma sia Jndipendente da :;. 

3. Applichiamo queste consideraciani nmerali al problema enun- 
dlto in prindplo. Abbiamo qui : 

H^(X, >, = «,* + Ky + ^f ^(*» % ^««s* + Kt^^» 

essendo a^, b^j c^ funzioni algebriche di ;^. 5e i&,, b^ sono le radid 
dell'equazioBe : 

Sovremo trattare separatamente il caso di ^, ^ i&s e quello di b^=:b^. 

4. A) A, ^ b^. — a) Caso otnerale. — Ponendo : 

si ha * 

ir.(X) = (a.+ *.a,)X, K-,(F) = &i.+ *.OY» 
qukidi: 
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ossia, modificando alquanto il signiiicato dei simboli 4| W, ponendo 

' , * * :=ztny e mettendo in evidenza il parametro :;;: 
0| "i ^t **i 



w 



= F(*,;.) = *[yv(^,^),^]. 



Le X, Y, considerate quali funzioni di :(, soddisfanno a due equa- 
zioni lineari simultanee facilmente costruibili, che scriver6 cosi: 

X" 
Poniamo -y = i, YV(lf = ^> svremo idendcamente : 

,. . _ ^ _ d* d* ^ 
;q», V— j^ — ^^ + j^j^, 

e poich^ in /(*, ;j)> ^3" » "rg" » $ «d F figurano soltanto nella combi- 
nazione 6, lo stesso dovrjl aver luogo per -r-. Ora : 

= (mA, - 5. + ^ log?) $ + ^Uog r 



O Po$to i!±^ = *,. « trova: 
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quindi : 



d^ 



"^Vd?+d5 dO^ dK 



e si vede che questa espressione dovri avere la forma : 



1H«— I «i— I 



(Af, + Af,ioge)e + Af^e "• + m^^'^ + Af^e- + Af^, 

ossia : 



(M^ + Af, log V) WY+ Af, V riog y + Af, V" 



f»-i 



I I 



dove le M sono funzioni della sola ;;. Eguagliando i coefficient! di 

Y, YiogY, r^, r^, r-, r, 

si ottiene : 

M,W— =mB.5— 1|1 (J) 

Af,V~ = i»C.5~|v- (4) 

Af,V- = ^,^-$-=-^ + 5->|rj (5) 

■Af,= C.(-.5|^ + v). (6) 

Itiiii. Orr. Alotaff., t. IV, parte i^— Stampato il 23 giugiio 1890. 16 
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Le cquazioni (2-6) int^rate dinno rispcttivamaite : 






tft 



m 



»= 



^.5 + f, 



(A 



(») 



(«)' 



dove le jR] sono funzioni arbitrarie di :;[, alia cui decermiiiazioiil M^ 
virebbe la (i). Le equazioni (7-1 1) cessano di sttssisttregoaadoaltt 
rispettivamente m = cost., B^ ^ o, C, ^ 0, il^ se o^ Q ^ o. 

Affinchi due qualunque delle equaikmi (9), (10), (11) posam 
sussistere insiemc, esse devono ridursi alia forma : 



dove R t una fimztone di i(_. Aflinch^ le (8), (lo) possano 
insieme, esse devono ridursi alia forma; 



(») 



in) 



dove R ha lo stesso signiiicato di prima. Infine la (8) ooo h cooci- 
liabilc coUa (9) nh colla (11) se %' non si riduce ad una funaooe 
della sola :;. 

$. Sc m h variabile, la (7) ci dk senz'altro la forma di V. Stiu 
quindi : 



(MM V 
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ossia, ponendo j^ * — y = n, e modificando alquanto U s^nificato 

di 4: 

6. Sia ora m costante, e supponiamo dapprima, B^^ C^, A^,e C^ 
identicamente nuUe. AUora (v. n. 4, nota) b^^ b^^ i., h^ sono co- 
stand, e si ha : 

jy dx 

dz dz X^ 

quindi -rp- = m -^^ Integrando si ottiene -y = cost., quindi : 

i(; = *(y,o. 05) 

la secondo luogo supporremo identicamente nuUe 3 dtUe fuQiiocii 
5,, C,,^,, C,. Sia 5,aC,s^,3io; allora la (11) ci di: 

quindi denotando con R una funzione di i : 

Sia invece 5, s C, = C, = o; si ha in virti dclla (10) , deno- 
tando ancora con R una funsione di s^ : 

z(; = *(X--' + J?^,0. 07) 

I cast i4, s Q s fi, E o, i4, s C, a C, s o si deducono dai prece- 
dent! scambiando sin da principio x con y, 

Infine supporremo che due almeno delle B^, C^^ A^^ Q non 
sieno identicamente nuUe. Da ci6 che $i 6 decto sopra (n. 4) risulu, 
che , se questo ha luogo per C,, ^^ o per C^, Q o per A^^ Q, 



204 ^- V 1 V A N T I. 

W ha la forma (12), so per B^ , //,, V ha la forma (13) , se per 
B, , C, , o per JB, , C, , V i funzione della sola ;;;. G>rrispondentemente 
si ha : 



w 



= *(x, 0, «; = *(^, ^), u/ = *(r, 0. 08) 



a. h 

7. b) Caso di -^ = -^. — In questo caso il processo esposto 

a h 

non conduce ad alcun risultato perchi, posto ~^ = -r^ = / (*) , si 

a, I/, 

L - 

trova j&,= — !-, j&, = p, quindi a^ + A,fl, = o. Per6 i facile ri- 

durre il sistema ausiliario alia forma s^uente: 

a^dx + b^dy I dx — dy dF 

dope di che si ottiene : 

w = t\x, y)=*[r + V(XV^ 0, ^, 
ponendo : 

Mediante queste due ultime relazioni la F{x, y) pu6 porsi sotto 
forma d'una funzione algebrica G(^X, 7, :()di X, Yy :^; sicchi si 
ha identicamente : 



O La funzione / di ^ non pu6 ridursi ad una cosunte. InQitti essendo 
I "2 -f- s=lCi — c^ , *c ' fow€ costantc si avrebbe integrando : 

dovt / ^ un integrate abeliano, e quindi, designando con G una funzione algebrica : 
tna ci6 6 impossibile (v. n, 3 della i* parte di questo lavoro). 
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Derivando rispetio ad X e ad 7 si ha ; 

(dove *', V denotano le derivate di * , V rispctto al primo argo- 
mento), quindi : 

- , „., vx -V X d G - , d G . X d G 

e dividendo : 

X dG 
.•.-».. ^ dX 

dr "^ X dx 

Ora il 2° membro ^ una funzione algebrica di X e di 7 , mentre 
il 1° membro, essendo una funzione di X^c""^, non pu6 essere nello 
stesso tempo funzione algebrica di X e di Y. Dunque la relazione tro- 
vata non pu6 sussistere, se i due membri non sono indipendenti da 
X e da y. In tal caso, denotando con P, Q due funzioni di :(, si ha 
V'X^rJ^ = P, quindi: 

V = Plog(X^e-0+ Q = -PY + P\logX+ Q, 
u; = *[r(i— P) + Pi^logX+ Q\. 

Ma il 2° membro non pu6 essere funzione algebrica di X e di 7 se non 
^ o P =r I P = o ; nei quali casi pu6 scriversi rispettivamente : 

tt; = *(X), tt; = *(y). (19) 

n h r 

8. c) Caso di— ^ = -~ = ^-. In questo caso, essendo Ic^ — ^, = o, 

0, £/, t| 

non pu6 applicarsi il metodo precedente. Si trova invece : 
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dove: 

X = a,x + b,y+c,, Y=lx—y. 

Ripetendo un ragionamento gii^ £itto (n^ 4) , si stabilisce che nella es- 
INmiioiit di -^ — '^ ' ^^ X tY devono figunure soltanto ndia com- 

binazione XW(Yp :(). Se si attribuisce ad A^, B^^ C^ lo stesso signifi- 
cato che oel n* 4^ si ha : 

Dovii essere adunque, denotando Af^ , Af , , Af^ 3 funzioni di i : 

Dalla prima si ha integrando V = jl# /v *j_ y\ » ^^^^ ^ 4 una 

funzione arbitraria di r; c dalla terza W = p ^ ' ^ . La prima dellc 

due espressioni di W non diviene mai illusoria, perchi A^ non i mai iden- 

C 

ticamente nuUo (*) ; paragonandola coU'altra si ottiene K = -^, sic- 

chi K e funzione algebrica di :(. Pu6 scriversi quindi Y invece di 
Y + K, dopo di che si ha : 



w 



~*(t*V" ^^^^ 



9. B) h^=zh^. — d) Caso generale. — Indicando con h i\ valore 



(•) Si trova infatti A^ x= mr" ''» •** ' °^ ^ "'^^ cosuntc (n** 7). 

^1 + '*! 
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t -i- ht, 
comune di A, , A, , e ponendo X = x + A^ + ' , * , si trova col 

metodo del n. 4 uno degli integrali del sistema ausiliario sotto la 
fonna F = *(X. cost.). Per avcre un altro intQ;rale, si pone : 

essendo a, ^ determinate dalle equazioni : 

Tequazione -77- =1 -^ si trasforma cosl in un'equazione omogenea , 

che integrata coi metodi ordinari ci di, scrivendo per uniformity Y in- 
vece di 1) e facendo lX—I. 2- ^ \ 

X€ X vs: cost. 



Dunque rint^grale dell'equazione a derivate parziali dd 1° or< 
dine ii 



w 



= *[XV(X^T, :j), ;fj. 



Per la stessa via s^uita nel n^ 7 si gimige a stabilire che K$ ^ 'sr 

dev€ essere algebrica rispetto ad X e ad e x , quindi che deve ridursi 

ad una funzione della sola :^ ; integrando poi e denotando con P, Q 
due funzioni di :(, si ottiene : 

v(Xe^, A = p(XeW, 
quindi : 



w 



= *rPXC+'eV, H, 
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che non pu6 essere algebrica rispetto ad X e ad Y senon i Qz^o 
o j2 = — I . Corrispondentemente si ha : 

w = *(X, 0, w = ♦ (-pr , ^j. (ai) 

10. e) Caso di —^ ^ -jT- = /. In questo caso si trova fadbneote 
I'integrale : 

dove: 

Dalle relazioni b^^zb^^ a^b^z=a^b^ segue *, = — a,, ossia 
/ = — -T^, da cui P=z -i— I— — I— I. Gilcolando i<, , si trova : 

J _ ^^i — ^I^I I I w 

-^a — TTTT * — T"' ' 



2flJ, 



donde risulta (v. n° 7» nota) che ^4^ non pu6 essere idendcamente 
nuUo. Dopo ci6, posto : 

si ha: 

+ 1^ + ^^(2y[^.(r-o+5.y+c,]~K(y'-0;+B.y+cjj- 

Questa espressione, dovendo contenere 7, ^ soltanto nella combina- 
zione 6, avri^ necessariamente la forma : 

M,iY + vy + Af,(y + wy+ Af.(r + w) + Af,, 
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dove le Mi sono funzioni di ;;. Paragonando i coefficient! di F' e di 
Y' si ha : 

2A,^ = M,, A,+ (2B,- A,)^=3M,W + M,. 

La prima di queste relazioni ci di V = — ^ ^ -^^ Ky essendo K una 

funzione arbitraria di :(; introducendo quesio valore nelia seconda rela- 
zione , si vede chc dev' essere necessariamente Af^ = o , giacchi Tu- 

nico termine contcnente $ 6 -^ j* . Dunque W si riduce ad una fun- 

zione della sola ;(, e si ha : 

1 1, f) Caso di -^ = -r^ = -^ = /. In questo caso si otdene 

a, b, c, ^ 

rintegrale : 

dove X = X, Y ^ a^x •{■ h,y ■\- c^. Si trova : 

"i 

sicchi (v. n° 7, nota) A^ non e mat identicamente nullo. Dopo db, 
posto -y = 5, y- + ^ = 8, si ha .* 

^ X— 
i^ ~ F y. — I Y ' 

^ = , _ iWiI±/x1+_Q + II (^.5r + i.r + cy + ^; 

e poichi in questa espressione $ ed F devono figurare solo nella com- 
binazione 5 + ^(1^5 0> ^^^ ^^^^ ^^ forma : 

/t#fii. CKfiT. iila^m., t IV, parte i/— Stampato il 23 giogno 1890. 27. 
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dcFve le M, sono funzioni di ^. Paragonando i coefficicnti di ;', ; e » 
termini indipenJcnii da ;;, si otticne : 

Se si integra la seconda di qu^stc equazioni tcnendo conto ddla prima, 
si ha: 

dove a i una funzione arbitraria di ^. p = -j^, y = — sJT — i.Intro- 
duceodo il valore trovato nella tcrza relazione, si vede cbe il solo tcr- 
mine di grado — 4 in F i y^, siccli^ dcv'esserc k = o. Ne s^ue: 



V = -p- + T. w' 



= * p^^ ,] . 



ossia, scrivendo X invece di X + ^9 ^i^ <^he 6 lecito perchi ^ & fun- 
zione algebrica di ;( , e modificando il significato di 4> : 



tt' = *(Y. ^). (23) 

12. Abbiamo cosi trovato come le sole fomic possibili di w (vedi 
eq. 14-23) le 4 seguenti : 

dove X, Fsono funzioni lineari intere iiXyy: 

X = a,x+ b,y + c„ Y=z,x + b,y + c,, 

i cui coefficienti dipendono algebricamcntc da :^; Ry n sono funzioni 
di ;^, ed m & una costante. 
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Esaminiamo dapprima la foroia 4> (Z^ :Q, Siccotne essa deve ri- 
Jursi ad una funzione di x, y non contenente ;(, cosi dovri essere iden- 
'vncamente : 

a^ + g-y (a, X + b.;^ + O = o; 

^ poichi -y- , ^"Y non contengono x, )f se non nella combinaabne 

Xy lo stesso <lavf Jl aver luogo pel coefSctente <fi ^-^. l£ facile vedere 
dopo ci6 che dovri essere identicamente : 



Pa., 
si 



a> + h\y + < = M(a.x + hj + cj + N, 

essendo Af , N funzionl di ;(. Di qui si ha — ^ = -j~, quindi b 

P denotando una costante, e infine X=itJi^(x +'^y) + c,; a 
potri scrivere : 

e tv sari funzione algebrica deU'integrale di una equazione lineare. Indi- 
cando con ^ tale integrate, si vede subito che inediante la trasformazione 
iv=^l), dove <I> 6 simbolo di funzione algebrica, I'equazione data si 
trasforma in un'equazione lineare ; c Tesistenza d'uaa si&tta irasfor- 
mazione & la condizione necessaria e sufficiente afHnchi requazionc 
proposta abbia un integrale delta forma w = ^{^). 

13. Veniamo alia forma ^ l-yy ;(]. Ponendo: 



a;^ + b::v + c;=a,x+Pii' + Yi> 



donde segue : 



_<b, — b;a, p _b;a, — a;b, 



a. b, — b. a. 



,P.= 



Yi = 



a.b, — b.a.' *' a,b, — b,a. 



a; 


a. 


a» 


b: 


b. 


b. 


< 


c, 


c. 



e ripetendo il ragionamento del n. 12, si trova che: 
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deve contenere x, y^ e quindi X^ Yy nella sola combinazione -y . Di 

qui s^ue, anzitutto che if' = o, ossia n = cost., in secondo lu<^o, che 

Y, = Y, = 0, cd inoltre per ii 5*!^ i che p, = a, := o. Da quest'ultima 

a' b' 
relazione si ha — ^ = -—-^ e denotando con p^ tale rapporto la Yj = 

a, bj 

diviene c^ — p.c, = 0. Di qui si ha , indicando con \} ^f (<>|f fS 
delle quantitii costanti: 

b,=:\a,, b. = X,a,, c, = |i,a,, c. = (A,a,, 



w 






dove * dovii essere una funzione algebrica, n un numero razionale. 

14. Se If = I, e se si pone b^s a^/j, Cj = a^nfj, le idazioni Yi = o 
divengono : 

/, — /, W , — Wl, * /, — /, Iff, HI, * 

donde si ottiene facilmente, denotando con X,, (i, due costanti: 

'1 = — '''i + \ » 'a = — »»i + \ > 
c quindi fiicendo x + ^,y = 5* > + t^t = ^ • 

sicchi invece di ^(-y-f \\ P"^ scriversi * ( — , ^J, edinfinedo-- 
vendo ^ essere indipendente da :( : 



u; 



=-(4)=*(7¥£>- 



15 . Veniamo ora alia forma ^(JC^ + ^ i^, 0» ^^^^ "' ?^ itmj6o 
(v. n° 4). Per la soliia ragione Tespressione : 

i;iX-^'(«.X + p, y + Y.) + ifl^ + i?(«.X + Ps^ + tO 
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dovii contenere X, Y nella sola combinazione X"^ + RY; quindi sari 
P, = a^ = Y, = 0, e conservando le noiazioni del n. 13 : 

iu = ^[z:{x + \y + |x,r + ifa,(^ + \y) + Re,, 0* 

che pu6 anche scriversi, ponendo x + \^ + |^i = 5i ^ + ^ay = ^> 
i denotando con 5 una funzione di ;( : 

Ora S deve ridursi ad una costante; in&tti essendo : 

_a* a^ ^, 

e ^, Y) figurando nelle derivate parziali di ^ soltanto nella combina- 
zione 5" + Syiy lo stesso dorri aver luogo per 5' to , donde sq;ue 
S' = 0. Adunque indicando con k una costante si ha : 

w = <>(S- +kin) = ^ [(x + \y + (ii,)" + k(x + \y)]. 

/x "* 4- i? y \ 

i6, Q resta ancora Pultiraa forma *f ^ ,^),dovem?^i 

e Iff ^ o (v. n° 4). Col ragionamento pifi volte ripetuto si stabilisce 
che nell'espressione : 

((i«-i)x*-'-^)(a.;f+p.y+y,)+|(«,x+p,r+Y.)+if-Y 

X^ + RY 

X ed Y devono figurare unicamente nella combinazione y , 

donde segue p^ = y, = y, = o. Dalle p, = y, = o risulta come prima 
b, = X,a,, c, = (x,a,. Se ora si pone b, = /,a,, c, = m,a,,si ha: 

o = y. = a, a, [a;(\ m, — ja,/,) + (/, a; + /;a,)((A, — m,) 

+ (mX + m;a.)(/, - X,)] = aX[- ^.K - ^) + ^^itt - \)l 
da cui : 

— = I — S-* ^t — f*i = ^Gi — \) 9 



214 G> VITAKTI. 

dove V ^ la costante cl'integrazione. Dopo ci6 si ha, ponendo 

* + ^J + I*. = 5, y + ft, = », 

X = a.5. F= a,(x + /.jV + 1^,) = a, [5 + a-X.)D] , 
«; = *Jar'?— + ^(i + (A -\)^).^j. 
= * k"^' + Sy, :;;). Come Bel numero precedentc, si di- 



ossia w 



mostra che S deve ridutsi ad una costante, skcht si ha infiae: 

17. Adunque siamo ridotti alle tre forme ^ ( — j, *(5"* + 4u), 

^(5"* + ^T") » ^^^^ * ^ funzione algebrica, k ed /;/ sono costanti, 

di cui quest'ultima razionale , ^ ed y) sono funzioni lineari intere di 
X, y SL coefficienti costanti. 

AP A 

Se J- = !*,$ + v,yi + «/, , ^ = tt,$ + x/,7j 4- w, soQO Ic c- 

quazioni lineari simultanee a cui soddisfanno ^, n, c sc si denota in ge- 
nerale con W rargomento di ^, sari wz=z^{^lV), c: 

= *'(«o[(«.5 +^.>i + ^0^+ («.5 + f.»+ "'O^- (24) 

£ facile vedere che per tutte le 3 forme di ff^il coefficiente di ♦'C^, 

che deve ridursi ad una funzione dellc sole JF, jj , i lincare rispetto 

Wy sicchi, indicando con Af, N due funzioni algebriche di ;(, si ha : 

Reciprocamente, se esiste una trasformazione w =<l>(fF) per cui 
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f(iu, :() cissumc I;i forma testi scritta , w potri csprimersi nlgebrica- 
mcnte mediante gli integral! di due equazioni lineari simultanee del i"* 
ordine. 

Per trovare poi queste equazioni basta ideniificarc M IV ■\- N col 

cocfficientc di ^\IV) nella (24). -— Per W =z — si trova cosi : 

tin -_^ ^m — I >;«• 

quindi v^ = t(/j = f*^ = ti/, = iV= 0, w «j — v^^z Mj e le equazioni 
lineari sono : 

^ ~ "'^ ^ 37 ~ ^^'*' ~ ^"^^ 

/#, essendo una funzione qualunque di ^. — Per ^= ^"* + £y) si ha : 

M(r + kn) + iV= m^'^-'OA,^ + i,^y, + «;,) + *(«,$ + v.n + u',), 

quindi v^ = to^ = u, = o, mw, = Af, iv, = ArM, iw, = N, c le equa- 
zioni lineari sono : 

a:j m ^ di k 



Infine 



per fF=S'"+ i -J- si ha: 

+ yO*a^ + ^*^ +«;,), 

quindi v^=zWj = w^=i o, a// tt, = M, ^(z;, — u^) = jfe Af, fc u^ = iV, e 
le equazioni lineari sono : 

£ questo il solo caso in cui le 2 equazioni sono effeUwamentc si- 
multanee; gli altri due sono gii contemplati nelU' ultimo teorema del- 
la i* parte di questo scritto. 
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18. n risultato delie nostre ricerche si riassume nd segucnte 
teorcma : 

La candi^iofu mcessaria c sufficUnU affincbl un'tqui^jone algebrioh 

differen^iak del prinio or dint -j- :=zf(w, :;) abbia tin inUgrak ddk 

forma F(x, y)^ dove F h una fun^jone algebrka ^ x ed y sono hikgrai 
fra loro algebricamenie indiptndenii di due equa^ioni algehrko^fferoh 
^iali lineari simullanee del pritno ordine^ h che esista una irasforma^jone 
algebrka w := ^('^0 ^^ varibile dipendenie, la quale trasformi Vequtr 

:(jh9u data in un*equa^ione lineare -t — z=zM(^H^+N(ji;).SeN(!()sQ^ 

esistono infiniii iniegrali della forma * ( — j , dove m h un numero 

ra^nale; se N(:0 non i identicamente nullo , esistono infiniii iniegrdii 

delle due forme ♦(x" + ky), ♦(*" + * -~). dove m ba lo stesso si- 

gn^ato di prima, e k h una cosianie qualunque. Le equa^ioni lineari e 
cui soddisfanno x, y sono per le i forme rispeUivamenU^ indicando an 
P una fun^ione algebrka qualunque di i : 

dx I dy » »f , « + I »* 

71= n^''' ?f=T^* + -iir-^> 



Maotova, 7 aprile 1890. 
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SU CERTE FUNZIONI POTENZIALI DI MASSE 



DIFFUSE IN TUTTO LO SPAZIO INFINITO; 



Memoria di M. Q 6 b b i a » in Palermo. 



AdoaaiiM d«l 5 e la ftnaajo 1890. 



Le funzioni potenziali newtoniane di masse occupant! campi a tre 
dimensioni vanno ordinariamente considerate con la restrizione che il 
campo occupato dalla massa non si estenda indefinitamente in tutti i 
sensi. Per6 la considerazione di funzioni potenziali di masse diffuse in 
tutto lo spazio infinito non h un'astrazione deficiente d'importanza per 
le applicazioni alia Fisica. Funzioni siffatte si presentano, per esempio, 
in qualche argomento della teoria deU'Elasticiti, ove precisamente av- 
viene che la densiti^ di una mnssa fitdzia occupante tutto lo spazio t 
rappresentata da una somma di derivate seconde di funzioni potenziali 
di altre masse pure fittizie^ le quali a loro volta sono racchiuse entro 
un'estensione finita. 

Qualunque sia la funzione che rappresenta in tutto lo spazio la 
density, I'espressione piii naturale delle funzioni di cui parliamo, deri- 
vante dalla loro stessa definizione, i quella d'integrali estesi a tutto lo 
spazio. Per6 si presenta subito la quistione di sapere se un integrate 
cosi fatto abbia un valor finiio e determinato o, in altri termini, se la 
funzione da esso definita esista. Ed infattis'intendea/r/(7riche la massa 
agente pu6 esser distribuita in tutto lo spazio in modo, che la fun- 
zione potenziale, e quindi I'azione sopra ogni punto, riesca infinita^ Que- 

Rend, Gre, Matem.y t. IV, parte i*— Stampato il 26 giugno 1890. 28 
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sta quistione non pu6 esser risoluta, che con particolar esame rcktivo 
a ciascun caso. 

L'importanza che gode per le applicazioni il caso, di cui ho £itto 
cenno, cio& che la densiti sia una derivau seconda di ftinzione poten- 
ziale ordinaria, mi ha invogliato ad intraprenderae Tesame, ed ho voluto 
generalizzare questo studio considerando i casi che la densiti in tutto 
lo spazio sia una funzione potenziale di massa occupaoie ua'estensioiie 
finita, o una derivata prima, o seconda, di funzione siffatta. Quantoa 
quest'ultima funzione potenziale ho supposto che possa essere di un 
corpOy o di una superficie, o di un doppio strato superfidale. Tale i 
lo scopo del prcsente lavoro (*). 

Eccettuato il caso che la densitik sia espressa dalla funzione poten- 
ziale di un corpo o di una superBcie, la massa intera della quale non 
sia nulla , ho trovato che le funzioni in discorso sono sempre finite , 
ed il calcolo mi ha condotto ad esprimerle per integrali definiti presi 
fra limiti finiti, cioi estesi al corpo o alia superficie, che con la loro 
funzione potenziale o con le derivate di questa, assegnano la densitl. 
Si vedri come in questa quistione compariscano per un ufficio impor- 
tante le funzioni potenziali che sogliono chiamarsi dirette. 

Nel caso che b density sia una funzione potenziale di corpo o 
di semplice strato ho condotto il calcolo servendomi del notissimo teo- 
rema di Gauss sui valori che prende una funzione potenziale sopra 
una sfera. Per estendere lo stesso metodo al caso che la density sia una 
derivata prima delle stesse funzioni potenziali, ho dovuto estendere il 
teorema di reciprocitii di Gauss alle derivate , e ne ho ricavato un 
coroUario sui valori che prende sopra una sfera la derivata d'tina fun- 
zione potenziale secondo una dirczione tissa dello spazio. Anche di que- 
ste escensioni per s^ stesse faccio scopo incidentale al presente scritto, 
sebbene esse non costituiscano risultati sostanzialmente nuovi , come 
mostrero in seguito , ma perch^ la loro connessione col teorema di 



C) In uno studio suirequilibrio dei ccrpi clastici isotropi, del quale bo gii ikK- 
neato i tratti fonJamentali, c che spero di pubblicare quanto prima, ho avuto biso- 
gno di fir uso deilc funzioni che fomuno oggetto delU presente Memoria. L'esten- 
sione che d6 alia definizione di queste funzioni ha ragion d'essere nefle applicaakmi 
che in questo studio m*t occorso di fame. 
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reciprocity non si trova comunemente notata. Per procedere al caso 
che la density sia una derivata seconda delle stesse funzioni, ho dovuto 
abbandonare il metodo precedence, il quale va in difetto. Per6 con sem- 
plicissimo artifizio ho ricavato le formole relative a questo caso da quelle 
ottenute pei casi precedent!. Finalmente ho studiato i casi che la den- 
sit^ sia una funzione potenziale di doppio strato o una derivata prima 
o seconda di cotal funzione, servendomi del solito processo che serve 
a definire quest'ultima come il limite di una funzione potenziale di sem- 
plice strato. 

I risultati che ho raggiunto sono compendiati nelle formole seguenti. 
Sia K un corpo o una superficle occupata da massa di densitii p, in 
modo che la massa totale sia M; sia F,^ la funzione potenziale di K 
esprimente, per s^ stessa o per le sue derivate, la densiti della nuova 
massa diffusa in tutto lo sp.azio; sia fV^ qqesta stessa funzione quando 
si tratta di un doppio strato disteso sulla superficie JT, e (i il relativo 
momento; sia 

il quadrato della distanza fra il punto potenziante (jc^ , y,^ , :(^^) per la 
funzione che si cerca ed il relativo punto potenziato (tf, b^ c). 
Si ha, quando K h un corpo a tre dimensioni: 

/jN /s, * / = — 2«r^p<i5 se Af=o, 

(7) u.=jri§^^=-..^//,^^, 

nelle quali dSz^dx^dy^d:(j,. 
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Quando K h una superficie coperta da semplice strato si ha: 

__ r ^i^^ \ ~ ** '* ^ < ° » 

(4) ' ''«- ^ ( = — 2« J^pdr scM=o, 



nelle quali a, ^^ Yi ^^"^ ^ coseni direttori della norniale n alia supeifi- 
cie; £{7 & Telemento superficialc di K espresso nelle coordinate x^^j^^ ^, 
cioi 

'' • - cos (i?, • 
Quando la superficie K k coperta da doppio strato: 

r a* 



jr dS 



= — 2w 



a>»a^ * 
a* 



^ K 
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, . r d'w ds d' r dR, 

nelle quali s rappresenta il contorno complete della superficie iif ; v i 
la normale ad s contenuta nel piano tangente e rivolta verso la super- 
ficie; 1, e 1, indicano i parametri diflferenziali del i° e del 2° ordine 
sulla superficie secondo Beltrami. 

Chiudo il presente lavoro con tre osservazioni. La prima mette 
in chiaro come le funzioni considerate sodisfino all'equazione di Pois- 
son in tutto lo spazio. La seconda riguarda I'applicazione delle for- 
mole precedenti al caso che la density della massa agente in tutto lo 
spazio sia una combinazione lineare di derivate prime o seconde di fun- 
zioni potenziali e, in particolare, che sia la 1* di una fiinzione siflFatta. 
Quest'ultimo caso si riattacca alia nota propried, che gode la fbnzione 
potenziale diretta, di sodisfare in tutto lo spazio estemo alia massa all'e- 
quazione 1'. 1' = o. La terza osservazione & rivolta a mostrare come 
dalle formole precedenti si possano dedurre col massimo agio le discon- 
tinuity che presentano l€ funzioni potenziali direttesuperficialio leloro 
derivate attraverso la superficie agente, e si viene a concludere che fi'a 
tutte non sono discontinue attro^ che le derivate seconde delle funzioni 
potenziali di doppio strato. 



S I. — ESTENSIONE DEL TEOREMA DI RECIPROCITY DI GaUSS. 

1. Consideriamo nello spazio due gruppi H eKdi punti. In quelli 
del gruppo H siano concentrate le masse m^, m^, , . . e in quelli del 
gruppo K le masse «, , «, , ... Siano ^a, J'*, ^i^ e, rispettivamente , 
^k^yki Kk^^ coordinate dei punti di masse ntj, ed n^ , e sia r^^ la distanza 
fira questi due punti, cioi: 



122 M. GEBBIA. 

onde si ha iJendcamente 

W »^*fc ^1 

Siano poi /\ c f\ le hinzioni potenziali dei gnippi H c K rispet- 
tivamente, e segniamo con {f\% il valore ddla (tinzione F^ nd punto 
(*k, 7». v») c con (FjX qudlo di T^ nd punto (x^, jr^, ^, cio4 






Ditferenziando la prima di queste ^uaglianze rispetto ad x^ e la 
seconda rispetto ad x^, abbiamo 

Moldplicando la prima di queste per n | e sonimando le equazioni 
analoghe per tutti i punti di K; poi moltiplicando la seconda per m^ 
e sommando per tutti i punti di i/, si ottiene 



^"■'^=?"'?"'fe 



Ora ciascuno dei secondi membri si riduce ad una somma sem- 
plicc estesa a tutte le coppie di punti formati di un punto di H ed 
uno di K c, per Tidentiti (a) queste due somme sono uguali e di segno 
contrario. Cosi si ha, pure idcnticamente, 
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Se poi le masse fttj^ sono diffuse continuamente sopra un'estensione 
finita H (superficie o corpo) e le masse n^ sopra un'estensione finita K^ 
i sommatorii si traducono in integral! estesi rispettivamente pei campi 
H e K. Se dunque pj^ e fi, sono le densidl delle masse diffuse per H 
e Ky la (b) diventa: 

nella quale abbiamo omesso i secondi indici delle F^^ V^^ perchi i punti, 
ai quali si riferiscono i valori di queste funzioni, sono indicati ormai 
sufficientemente dai campi d'int^razione. 

La formola (i), alia quale intendevamo pervenire, h un'estensione 
del teorema di reciprocity di Gauss espresso daU'q;uaglianza 






e signiika che questo teorema & pure vaiido, a meno di ua cambia- 
mento di segno, quando al posto delle funzioni potenziali si sostitui- 
scono le loro derivate rlspetto a una direzione fissa dello spazio (*). 

2. Prendiamo come estensione H la superficTe a di una sfera di 
raggio R con centro nel punto di coordinate a, h^ c, onde 



(*) Non roi fo illusions che questa maniem di ottenere la formola (i) non man- 
chi di quel rigore che pretende rAoalisi niodema , difeuo del quale non va esente 
la dimostrazione data da Gauss al suo teorema di reciprocitii nella Menioria: AUge^ 
metHi Lebrsdi^c etc. (Werke, Bd. V, n^ 19), dimostrazione sulla quale ho plasmato 
la roia. Per6 mi son persuaso che la revisione degli element! dell'Analisi non 6 an- 
cora abbastanza progredita perch^ si possa immediatamente sostituire a questa forma 
di dimostrazione altra che presenti tutto il rigore desiderato. 

La formola (i) 6 ben lontana dall'essere nuova. Ripetendoia per gli assi delle jf 
e delle ^ si hanno tre equazioni, le quali esprimono che la risultaote delle asioni eser- 
ciuie dagli elenienti di H svl K h uguale e direttamente contraria a quella delle azioni 
eserciute dagli eleraenti di K s\i H. Per6 non m'& accaduto di trovar nouta quesu 
connessione che lega I'eguaglianza fra I'azione e la reizione mutua newtoniane di 
due masse col teorema di reciprocitii di Gauss, 
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e poDghianio Pa= i. AUora, segnando con / la distanza fira il ccDtro 
delb sfera ed il punco potenziato da essa, abbiamo 

ove con gl'indici f ed ^ sono distinti i valori di F^ liferentisi a punti 
intemi o estemi alia sfenu 

Siccome nelle applicazioni che noi faremo i puntt potenziad dalla 
sfera apparterranno al corpo (o superficie) K, scriviamo 

Ci6 postOy abbiamo 

— \-=^^ = o, — ^-5^ = 4ipir-3— = — 4WA-5— 

e, sosatuendo neU'equazione (i), ottenghiamo 

ove con /if, abbiamo indicato la porzione di K situata all'estemo della 
sfera. 

Questa formola esprime un'estensione dell'importante corollario 
ricavato da Gauss dal teorema di reciprocitfi, cio& di quello espresso 
daireguaglianza 

(2)0 Jr,4ia = 4«J?M,+ 4»Frei^. 

Si pu6 esprimere il risultato contenuto nella (2) dicendo che la 
media aritmetica dei valori che prende sopra una superficie sferica la 
derivata d'una funzione potenziale rispetto a una direzione fissa ddto 
spazio i uguale al valore che prende nel centro della sfera la derivata 
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omonima della funzlone potenziale dovuta alle sole masse esterae alia 
sfera (*). 

§ 2. — Calcolo della funzione potenziale di una 

MASSA, LA GUI DENSITA IN TUTTO LO SPAZIO SIA 
LA FUNZIONE potenziale Fj, di UN CORPO O DI 
UNA SUPERFICIE K. 

3. Consideriamo prima il case che K sia un corpo. Siano a, i, c 
le coordinate del punto potenziato per la funzione Q^ che si cerca ; 
^b9 Jhi ^h quelle del punto potenziante per la stessa funzione, il quale 
a sua volta & potenziato per la funzione V^\ -^jk 9 ^jk > Km ^^ coordinate 
di un punto qualunque del corpo K, Si ha per definizione 

ove 

dS = dx^dyj^d:^, dK = dxj^dyud^; 

con rindice S^ abbiam voluto intendere che Tintegrazione debba esten- 
dersi a tutto lo spazio; p e la densiti del corpo K nel punto (x^,y^^ t;^) 
e le distanze jR ed r son definite dalle formole 

(*) n primo membro della (2) esprime la coniponente secondo 1' asse delle x 
della risultante delle forze attraenti la superficie sferica omogenea provenienti dal corpo 
K. Se K si riduce ad un punto e questo k situato all'intemo della sfera, la formola 
(2) d dice che la detta componente k nulla, e del pari nutle sono le component! se- 
condo gli assi delle y e delle ^, onde sarii nulla la risultante in discorso. Se poi K 
si riduce ad un punto estemo alia sfera , si conclude analogamente dalla (2) che il 
punto attrae la superdcie sferica omogenea come attirerebbe il centro di essa , nel 
quale ne fosse concentrata la massa. Si vede duuque che 11 risultato espresso dalla (2), 
non che esser nuovo, 6 equivalente alle notissime propriety delKattrazione eserdtata 
dalle superlide o dai gusci sferici sopra un punto, salvo che d'ordinario si parladel- 
I'azione eserdtata dalla superficie sopra un punto e qui la cosa si presenta rovesciata, 
ci6 che non monta. Invero si potrebbe costituire la formola (2) esprimendo coteste 
proprietii per un elemento qualunque di /T e integrando per tutta K, Per6 anche di 
queste proprietii non credo che sia stata notata la connessione col teorema di Gauss. 

Rmd. Ore. Matem,, t. IV, parte i* — Sumpato il 26 giugno 1890. 29 



aa6 M. GBBiiA« 

Pioponghiamoci di cakobit rbtcgnde Q^ in coofdinate poUri coo 
polo nel punto (a, b^ c). A tal uopo segntamo con a la superficie A- 
rica di raggio R, sicchh si avrit 

dS = dR.d<f. 

La parte di Q^ dovuta aH'demento potenaante dd prim'ocdine 
compreso fra le superficie sferiche di raggi R ed R + dR sari 



I. 



J. dv.dR 

'k B 



^ p-At ^,* 4 cosume pa <)u«u imegmiooe . svil.pp»la I'iaie. 
grale con la formola (a)^, questa pane sari 

ove intendiamo riprodotte tutte le notaztoni del n° precedente. Per otte- 
iMlia (2» ^^^^^^ integrafc I'espressione di sopra rispetto ad J? fin i ItOMft 
Q ed 00, cio^ 

Supponghbtno dapprima che il punto (ii , & , ir) sia estemo alia 
massa K e sia R^ la minima ed R^ la massima delle distanze di que- 
sto punto dai punti di K. Mora abbiamo 

{S) Pj^j odK^^^'dR^ ^dK-\^ uTdR, 

pcrocchi per valori di if inferiori ad R^ I'integrale esteso a Jf^ 4 nuUo, 
e per valori maggiori di R^ quest'integrale 6 indipendente da if ed uguale 
alia massa toule M del corpo K. 

Esprimiamo Tintegrale esteso a K^ nello stesso sistema di coordi- 
aate polari, sicchi, segnando con a' la sfera di raggio l^ onde 

dK^dl.dfi^ 
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la (d) si scriver^ 

dR\fdK^\ dR\ dlX^dn^ + m\ dR. 

Nel primo termine a destr^ si scinda I'integrale relativo 2 dR per 
parti e, siccome Tintegrale relativo a <i/ ^ nullo per R=Rq, la prima 
parte sarii 

J^o Jo* 

poi , per ottenere la seconda parte, si esegua la derivazione deU'mte- 
grale relativo a J/ rispetto al suo liiiiite superiore, e become per hssSi 
la s&ra ^ si riduce a 9, verrii 

— r^^fp^^i cioi —fRfdS, 
e sostituendo, la (i)' diverr^ 

(^" rdRf^dK = —i RfdS+ MR, + AiTdR. 

L*integrale che comparisce al secondo termine di Q© ^^ P^^ ^^^'' 
sformare analogamente, cioi 

n primo termine a destra h uguale ad 

eve con (I^^X s'indica il valore di T^ nel polo. II secondo vmaiot, 
integrando per parti, diventa 
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sicch^ la (f) prcnde la forma 

Sostituendo poi le espressioni (i)", (e)' ndla (c), si ottieoe 
0" = — iTzfRpdS + MR, + AtTdR. 

Nd caso che il punto (j, b^ c) feccia parte del coq>o K, si giun- 
geii evidentemente alio stesso risultato , perchi questo , non conte- 
nendo R^, rcsta immutato anche nell'ipotesi R^=io. 

G)me si vede, Tcspressione di Qo * generalmcnte infinita, eccet- 
tuato il caso che il corpo sia costituito di masse positive e negative, in 
modo che la massa totale sia nulla. G>si possiamo stabilire le fonnole 
seguenti: 

(3)' i2o = oo. se Af>o 

(3) Q^ = — 2T:lRpdS, se Af=:o. 

le 4iuli fbrmano Tobbiettivo del presente n"*. 

4. Nel caso che A" sia una superficie e F^ sia la funzione poten- 
ziale di una massa distesa su di essa con density p , il calcolo della 
funzione 

pu6 csser condotto come al n** precedente a condizione di esprimere 
grinicgrali di supcrticio in coordinate polari. Ci6 i molto facile, ma, 
siccomc la rel.itiva csprcssione deir elemento superficiale non i gene- 
ralinente usata, mi piace di far cenno del modo di ottenerla. 

Si consideri la cuna sferica s' intersezione della superficie K con 
la sfcra di raggio /, e poi la superficie conica C che proietta questa 
curva dal polo. La sfera di raggio l+dl determina suUa superficie un'al- 
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tra curva sferica ^' e sul cono C una curva s^y in modo che Tele- 
mento superficiale del prim'ordine chiuso dalle curve s', x" si proietta 
sul cono neU'elemento superficiale conico chiuso dalle curve x', s^. 
Si divida Tuno e Taltro in elementi del 2^ ordine mediante piani con- 
dotd pei raggi polari che metton capo ai diversi punti dis' t normal- 
mente al cono. Cosi ogni elemento di second 'ordine di K sar^ pro- 
iettato sopra un elemento di second'ordine di C. Or I'elemento conico 
ha il valore dl.ds'^ intendendo per dS' Tarco elementare della curva s', 
sicch^ si ottiene facilmente 



dK= '^^-^'' 



sen (/, n) * 



ove n indica la norniale alia superficie K diretta verso Testemo della 
sfcra di raggio / (*). 

Facendo uso di questa forma dell'elemento superficiale, si pu6 ri- 
produrre il calcolo sviluppato al n° 3 applicandolo alia funzione q^. Basta 
semplicemente sostituire alle sfere a, <j' le curve sferiche s, s' di raggi 
R ed /. Cosi, chiamando d^r Telemento della superficie K in quanto 
questa si riguarda come composta di punti (x^ , ^^ , ;(j^) , si perviene 
alle formole 

(4)' ?o=«^> ^ Af^o, 

(4) ^0= — it: i Rfd^, se Af = o. 



O ^^00 va!e occuparsi delU diBicoIia che sMncontra pei punti o linec dove 
sen (/, n) = o, potenJo questa evitarsi spezzando la superficie in p^rti e facendo ruo« 
tare gii assi in modo, che ci6 non avvcnga per nessuna parte. 
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S 3- — Calcolo della funzioke potenziale d'uvi 

MASSA. LA CUl DEKSITA IN TUTTO LO SPAZIO Sli 
LA DERIVATA-7— =DELLA F U M Z I O N E POTENZIALE DI 

ax, 

UN CORPO O DI UNA SUPERFICIeIC. 

S- Supponghiamo dapprima che K sh ua corpo. Ponghiamo per 
deGnizione 

e calcoliamo Q^ col solito sistema dt coordinate polari. La parte di Q^ 
dovuu all'elemento potenziante del prim'ordine compreso fira le super- 
fide sferiche di raggi R ei R + dR sari 



L 



dV^ dv.iR 



R 
dcendo luo ddla formola (a), si oa 



i 



sicchi 

a— 

Supponghiamo prima che il punto (a, b, c) sia estemo al corpo K 
e segniamo ancora con R^ ed R^ la minima e la massima distanza di 
questo punto ai punti di K, Seguendo i processi d*int^razione ado- 
perad al n* 3^ otterremo successivamente : 

d-- 
^^.e-^^^r,jyRj\lj, 
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I 



da da ' 

(5) <l = -2i^j^fR?dS 

formola che, non contenendo R^ , t indipendente dairipotesi £itta sulla 
posizione del punto (a, &, c). 

6. Se K h una superficie, possiamo ripetere il c^colo precedcnte 
con le mutazioni indicate al n'' 4, e perverremo sktoilmente al risultato 



(6) 



i'=-^''iij/f'^^ 



$ 4. — DI6RESSIONE Str ALCVfUft fORMOlE 

DEL Beltrami. 

7. II ch. prof. Beltrami in una Nota pubbiieafSa ftel fSSo (^ 
ha esteso e dimostrato alcune formole importnntissime gi4 trovate dal 
sig. C. Neumann e da questo pubblicate senza dimostrazione (**). 
Mediante le formole del prof. Beltrami si esprimono le derivate prime 
delle funzioni potenziali di semplice di doppio sik^to superficial per 
funzioni potenziafi di semplice e di doppio strato, funzioni potenziali 
di distribuzioni lineari estese pel contomo della superficie , e derivate 
di queste ulttme. Riportiamo qui queste formole per Tuso che dob- 
biamo fame in seguito e, per la dimostrazione, rimandiamo il lettorc, 
che non le conoscesse, alia citata beQissima Nota. 

Se ^it ^ ff^k ^00 risp. le (unzioni potenziali di un sempHce e di 
un doppio strato distesi sopra una superfkit iC, il primo con densitj^ 
p e il secondo con momento ft, e sc Xj^^yj,^ :(^^e risp. Jc^, j^^, ^f^sono 



(*) Intorno ad aletmi nuovi Uonmi del sig, C. N^nm^nfisnlk fimifimi p&tHh 
^iali (Aniuli di Matematicay serie 2*, t. X, pp. 46-65). 

C) ^m Sdi^^'f iib$r das Niwtom'udf$ Polmikl. (hkOu Aon., Bd. XVI)» 
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le coordinate dei pund potenziato e potenziante, si ha: 



I 



dxj J^ r J/ dn 



(,) a_^>^ ffA^ u +^A,(,. ^) ^^ ^ r ^^ ^^^^^^ 

•^1 ^t ^% 

ove X i il contomo di /if e v i b normale ad s condotta nd piino 
taogente e verso Tinterao di K. 

I segni d'operazione A, e 1, sono stad disdnd dal prof. Bel- 
trami coi nomi di parametro diflFerenziale del primo e del secood'or- 
dine ed espressi in coordinate curvilinee qualunque fi, v definite sulia 
superficie, mediante le formole 

(*) { 

ove £, Fy G sono i coefficient della forma quadratica 

J5* = £Jw*+ %Fiudv-\- Gil? 
esprimente il quadrato di un arco elemenure sulla superficie. 

8. Chiuder6 questo paragrafo dimostrando I'identiti seguente, di 
cui far6 uso in s^uito: 

(0 P^^ + A.(P, = TA,y + A,(t, y). 
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Si deduce dalle (/?), (Jfc) die 
onde 

PA,7 + A,(p, - y^,y - a.(y, y) 

(m) 

Inolire, se nelle Ai^ , AT^ , Af^ , N^ si sostituiscono le note espres- 
sioni di £, F, G per le derivate di x^ y^ ^ e si tien conto delle rela- 
zloni del tipo 

if a = ^ ^ — ^ ^^ 
d« dv dn dv * 

si ottiene £icilmeQte 

"^ ov ^ ov ' * OH an 

Con queste relazioni e con le alcre: 

dtt ' "^dM * an 

dv ov *ov ' 

si deduce facilmente 

le quali, sostituite nella (m\ h riducono alia (/). 

Rend, Grc. Matem., t. IV, parte i*— Sumpato ii 26 giugno 1890. 30 
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5 5. — CaLCOLO DELLA FUNZIONE POTENZIALEDI UK a 
MASSA, LA GUI DEKSItA IN TUTTO LO S P A Z K) SU 

UKA DERIVATA SECOMDA -^-x O -^ r^DBLLAFUH- 

ZIONE POTEKZIALE Dl UN CORPO O DI UMA SUFBft- 
FICIE X. 



9. G)mincia]Klo a studiare il caso che /C sia im corpo, pooghiamo 
Per de&iizione di ^ e per la formola (5), abbiamo: 



d 






Operando suUa prima espressione di Q^ st ORiene 

da J^dx, da J^^dx, dx, 

e, poich& -j-^ & finita e continua in tutto lo spazb e per attri nod o- 

ratteri (*) , si pu6 applicare Tintegrazionc per pani. AUoia la priim 
parte sara nulla per nota proprieti delle funzioni potenziali, e resteri: 

fia -J dxl R ^"' 

•^ Joe 

Operando poi sulla seconda espressione di j2x ^^ uguagliando i 
risultati, si ottiene 

(7) Q,^ = -2r.^A'ji?dS. 



(•) V. B e 1 1 i , Teorica ddk jor%t newtoniane^ | VII, 
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U calcolo di Qy^ si pu6 condurre analogamente difFercnziando le 
due espressioni di Q^ rispeito a if o di fit nspelto ad ^^ , e ne verri 



(8) Q^--^.^jR,dS. 



10. Se JL i una superficie, scriviamo 



^"~i d*: i? ' ^«-l a)r,a^» 



5ao S«o 



Per queste funzioni il calcolo non pu6 proc^ere come quello svi- 
luppato al n® precedente, perchi le derivatc prime -z — ^ , etc. non sono 

pifi finite •e condnue in tutto lospazio, ma sono discontinue attraverso 
la superficie, e dippifi, nel caso d'una superficie aperta, diventano infi- 
nite al contomo di questa, come dimostra la fonnola (/) di Beltrami. 

G)si supponghiamo , per maggior generaliti, la superficie aperta, 
ma senza interruzioni di coniinuitl e circondiamo il contomo esterao 
s con una superficie tubulare generata da una circonferenza di raggio 
piccolissimo /, il cui centro percorra la curva j e il cui piano si man- 
tenga nomiale a questa curva, e segniamo con 12 lo spazio racchiuso 
da questo tubo e con o) la sua superficie. Rignardiamo lo spazio dop- 
piamente connesso S^ — 12 come ridotto semplicemente connesso me- 
diante il diaframma costttuito dalla stessa superficie K limitata alia linea 
nella quale incontra il lembo intemo della superficie tubulare. 

Da una parte abbiamo, per definizione 



^ ^ da i^daj 



Ora, differenziando sotto il s^no e int^rando per parti^ si ottiene 
da) dx. R J dXj, dx. 



=ra'-(^)"i^-mn^-r 



o •'50.-0 



yfjds 
a*? R 
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dove Ic derivate di /\ distinte con grindici ' e " si riferiscono aik 
facce di K^ ove la normale i positiva e ncgattva rispcttivamente. 

Si sa da note proprieti che 



Ci rcsta a calcolare il limitc a cui tende Tintegrale esteso alia so- 
perficic w per / = o. Ora, sviluppando in esse la funzione 3—^ am 

la formola (/*), s*iiitende subito che il contributo apportato dagli intt- 
grnli cstesi per A' puo esser irascurato, perchi i valori di quest! int^ 
graliy esscndo tiniti in tutta la superficie w qualunque sia /, quel con- 
tributo svanisce per / = o. Quanto aU'ultimo termine della (/), csso, 
per nota propriet!^ delle funzioni potenziali di linea c per essere/pic- 
colissimo, pu6 esser sostituito dall'espressione 

— 2p-^log/, 
e quindi Tintegrale esteso per ca pu6 esser sostituito dairaltro 

w 

Trascurando una quantitii piccolissima rispetto a /, si ha 

ove / c rangolo che un ragijio qualunque del cerchio genera lore del 
lubo forma con un raggio fisso dello stesso, c ds c Tarco eleaienurc 
del contomo s. Facendo qucsta sostituzione , osservando che Ic fun- 
zioni p -~ , / , lo|? / deU'espressione (o) sono indipendenti da 9 c 

scgnando con ~]^, il valor medio di ^ lungo la circonfcrenza di rag- 
gio /, Tintegrale (o) si trasforma in 
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Tuire le funzioni sotto il segno intograle relaiivo a ds restano 
scmpre finite, eccettuato log/; c siccome 

(</) lini / log / = o , 

s'inferisce die al liniite I'integrale (/>) svanisce. 

Cosi, sostituendo nella formola (n) ed osservando ancora chc 



si ottien^ inline 






da ^ ' J R ^^" 



K 

D'aitra parte Tequazione (6) di 






onde, uguagliando, si ricava : 



(9) 



?« = — 2«^ I ^prfT+ 4^^ I --^g— . 

m/tr Jit 



Analogamente si otterrebbe 



(,o) ,,-_„j|i-r«,.,+,,r-fir^. 

II calcolo precedente condurrebbe alio stesso risultato anche quando 
ia superiicie presentasse interruzioni di continuity, in guisa che, oltre 
al contorao esterno, bisognasse considerarne altri intemi. Infatti in que- 
sto caso, dovendosi circondare anche questi ultimi di superficie tubu- 
lariy io spazio rimanente daU'esclusione di tutti i tubi sarebbe multi- 
plicemente connesso e, per renderlo semplicemente connesso, si dovreb- 
bero aggiungere diafraninii arbitrarii per chiudere i fori lasciati dai tubi 
intemi. Per6 attraverso questi diaframmi le derivate di V^ restano con* 
tinue, sicchi i termini da essi introdotti sarebbero nuUi. 
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^ 6, — CaLCOLO DELLA FUSZIONE POTENZIALBOIUKA 
MASSA, LA GUI DEMSITA IN TUTTO LO SPAZIO 
SIA LA FCXZIOXE POTEXZIALE fF^ DI UK OOPPIO 
STIATO DISTESO SOPBA UNA SUPEBFtCtE K. 



II. Si abbia 



«' 



Sappiimo che la funzione tf\ si puo definire conic il limite dctti 
fiinzione potcnziale di due nusse. Tuna distesa su K con dcnsita — p c 
Taln'a sulla supertide A** luogo ddle csnvmid dellc normal! positive 
elevator dai punti di A' per una lunghezza cosunte piccolissima c, con 
dcnsitik z , quando diminuiscc t e cnrsce p indcfinitamcnte in niodo , 
che lim s c = a. 

Go posto, ponendo 



abbiamo 






5» 



Siccomj la funzion j potenziale Ji superiicie V[ — V^ h dovuu ad una 
massa totalc nulla, e tale rcsta per tutti i valori di t , essa i finita e 
determinata e si pu6 definire applicando la formola (4). Si ha dunque 

y^= - 2- lim ffR'fdr' -rRfd7\ . 

Ora ognt elemento d^ si pu6 far corrispondere ad un elemento 
^7 in modo che siano definite dalle estremiti ddle stesse normali, ed 
allora* a meno di una quantity piccolissima rispetto ad c, si ha d^' — d^^ 
onde 



7^= — airlim I pe rfr , 
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ove ^ ed A^ si corrispondono pure come relattvi alle estremitd della 
stessa normale^ sicch^ 

R' — R dR 



lim 



Tn* 



e quindi, passando al limite si ottiene 



00 Xo= ""^'"Pa^^^- 

$7. — CaLCOLO DELLA FUKZIOKE POtEKZIALE DI UNA 
MASSA LA GUI DEKSITA IK TUTTO LO SPAZIO SIA 

dJV, 
la der1vata-? — = della fukzioke potekziale 

d'uk doppio strato disteso sopra uka supbr- 

F I C I E K. 

12. Facciamo il calcolo della funzione 






dS 
R 



s^uendo il processo adottato al n** 9. Abbiamo dal n" precedente 

rJFidS r dR, 

Xo=J -R-=-^''jl'dli^'^- 

Servendosi della prima espressione di Xo> formiamone U dcrivata 
rispetto ad a\ e siccome W^ h discontinua attraverso la superficie K^ 
tengbiamo come superficie limite dello spazio, oltre alia sfera di raggio 
infinitOy le due facce di K^ sicch6 

■" / R hy^ * * 
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Qui Wl e H'i' sono i valori di IK^ sulle faccc di K In cui la nor 
male h positiva e negativa rispettivamente, onde 

si ha quindi 






Servendoci poi dell' altra espressione di Xo > abbiamo iiumediata- 
mente 



-;^ = — 2Wv 

da da 

sicchi uguagliando, ottenghiamo : 






(2) x«=-a«a^J i^a^'^'— 4'^J V • 

§ 8. — Calcolo della funzioke potenziale di 

UNA MASS A, LA CUt DENSITA IN TUTTO LOSPAZIO 
SIA UNA DERIVATA SECONDA ^ , O v^— ^ DELLA 

funzione potenziale di un doppio strato di- 
steso sopra una superficibA*. 



1 3 . Volendo ancora ht uso del nietodo seguito al n" precedente, 
partiamoci dalle due espressioni 






dS 
R 



Per formare con la prima la derivata -r^ osserviamo che -^ — ^ 4 

'^ da dx^ 
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discontinua attraverso la superficie K e (neiripotesi piii generate che 
qiiesta sia aperta) diventa infinita nel contorno , come mostra la for- 
mola (i^); quindi sopprimbmo dallo spazio S^ il volume tubulare defi- 
nito al n" 10 e, supponendo la superficie continua, togliamo lo spazio 
rimanente con quest'ultima limitata al lembo interno della superficie 
tubulare. Cosi avremo 



da t^daj ^dxj^ R 






Or si ha, integrando per parti. 






da 



•'..1 * •'Soa-fl 



xi R • 



Primieramente si ricava dalla fomiola (g) 

d W 

Imaginando poi sostituito nell'integrale esteso per a> il valore di -^ — - 

fomito dalla (g), si riconosce subito che il contributo apprestato dagl'in- 
tegrali di superficie h nuUo. Per calcolare il contributo proveniente dai 
tre termini al contorno , si osservi che , per essere / piccolissimo , il 
primo di essi pu6 esser sostituito da 

— 2a .r-^ log/. 

Dippi(!i, per la stessa piccolezza di t, possiamo riguardare le fun- 
zioni potenziali di linea che compariscono negli ultimi due termini di 
(/) come dipendenti dalla sola distanza /, e quindi porre 

H0Hd. Grc. MaUm.f t. IV, parte i*~Sutnpato il 26 giu^no 1890. 31 
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ed ancora possiamo scrivere 



^/■^''''*"'~''^^*'"~''^''^^''''^' 



dtj r 



(f^=— 2-^-^ = — 2-^C0S(^, 5), 



ove s dentro parentesi indica la direzione delta tangente al contomo 
rivolta nel senso positivo dello stesso. 

G}si ai tre ulttmi termini della Q) possiamo sostituire Tespressione 

— 2«^-J log / — 2 ^[cos (/, cos (s, y) — cos(/, y) cos (x, 01- 

Si consider! ora nel piano del circolo generatore del tubo un asse 
X perpendicolare agli assi / ed ^ e si assegni il suo senso positivo in 
modo, che li terna di assi /, X, s sia congruence della tema jc, y, :^ 
(Tav., Fig. I*, ove agli assi x^ y^ ;j sono stati sostituiti le loro parallele 
dal centro del circolo). AUora si avri : 

cos (/, :() cos (y, y) — cos (/, y) cos (y, :() = cos (X, x). 

Cosi finalmente airintegrale esteso per w si pu6 sostituire Tespres- 
sione 

C d\L cos(/, x) . . f u. cos(/, x)cos(X, x) , 
~V *5v -y- • log /rf« — 2j -^ ^g^ — ^-^^—^di^. 

Ora, ponendo come al n° lo 

di»i-=tdhds , 
questa espressionc diventa 
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11 primo termine svanisce al limite in virtfi deireguaglianza (q). 
II secondo termine dev'essere ancora trasformato. A tal uopo, concen- 
iri nel punto del contorno che si considera e con raggio uguale all'u- 
niti si descriva una sfera e poi, irasportando gli assi x^ y^ ;j in que- 
sto punto, si determinino suUa sfera i punti d'intersezione con essi e 
con gli assi /, X, 5 e si notino quesii punti con le stesse lettere. 

Sia x' una delle due intersezioni dei circoli massimi sx^ Xi: si 
ottiene dai triangoli sferici Xxx', txx': 

cos (/x) = cos (xx') cos (x' t) 

cos (\x) 1= cos (xx') cos (x' X) = — cos (xx*) sen (x' /) 

Cosi, contando I'angolo 6 a partire da x\ abbiamo : 

cos (/, x) cos (X, x) = — cos* (x, x*) sen 6 cos 6 , 
onde 

/>« /•air 

cos (/, x) cos (X, x)rfO = — cos*(x, x') I sen 6 cos 6i6 == , 
o o 

da cui s'inferisce che il secondo termine della (r) h nullo. 
Riassumendo, si ha 

Poi , formando la stessa derivata con la seconda espressione di 

sicchi uguagliando, si ottiene finalmente 

(>3) X.. = — 2»-5^J I'j^i'^?' — 4'fJ A.Ot, *)-g- 

A A 



d raoLdr 
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Questa ionnola non si altera so hi superficie presenta soluzioni di 
continuita per una vronsiJerazione analoga a quella fatta a\ ri^ lo. 

L'ultiniotcrniiii.:deirespressione (13)' puo ancora trasformarsi mc- 
diante la (/), dalla quale, ponendo p = {i.ay ^1^ = ^ e scrivendo J? in- 
vece di r, si otcienc 

I 



d 



i 



e quindi, tcnenJo anche presente ridentitik 



facile a dedursi dalle formule (Ji) e (^), puo darst infine alia y„ I'e- 
spressionc 



*iT 






d-l 



che ha il vaniaggio di rappresentare, ad esclusione del primo terminc 
una somnia di funzioni potenziali newtoniane. 

14. II cukolo della funzionc 

si coadurri analogamente partcndo dalle uguaglianzc 

rdWudS d r dR . />Mr 



ove 
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Si ha da una parte 

rdiv, cos (I. r d'lf, ds 

SostituenJo neirintegrale esteso ad w la derivata di IVj, con la for- 
niola nnaloga alia (/), si capir;\ subito che i termini di questa formola 
relativi alia superficie possono esser trascurati. Qunnto ai termini al con- 
torno , si trovera con ragionamenti simili a qudli del n"* precedente 
ch'essi possono esser sostituiti dall'espressione 

- 2Y^log/— 2-y cos(X, Jf), 
e quindi Tintegrale sudetto pu6 esser sostituito dairespressione 

- 2f(^-^pcos(-k,y)cos(t, Od^^s. 

II prinio di quest'integrali si annulla al limite. Per trosfomiare il 
secoiido, iniaginianio la sf^ra di raggio i descritta come al n' prece- 
dente (Tav. Fig. 2') e segntanio con v'. ^' le intersezioni del circoli mas- 
sinii sy, s:^ col circolo massinio Xt (rispettivamente una qualunque 
delle due intersezioni di ciascuna coppia). Abbiamo dat triangoli sfe- 
rici Xjyv', Z;;;^'; 

cos (X, y) =-a}s (X, y') cos (y',y) 

cos (/, =. cos (/, ^') cos (^', ^, 
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cioc 

! cos (X, v) = cos (\ y') sen (j, y) 

(0 

[ COS (/, = '-"OS ('> \') sen (* , 0- 
Poi dal triangolo sfcrico sy;^ si deduce 

= cos (f, ^) cos (j, + sen (s, y) sen (s, cos (/, ^') , 
da cui 

' .vv^rv- .'\ — _ ^hA^^±S)_ 

cos^y. o- sen (5, y) sen (5, 0" 
(«) 

I «.n (v', ^') = K I — COs'(^..y) — COS'(^> _ C0s(f, x) 

sen(5, ;r) sen(5, ;j) sco(s, y) seo(f, ?) " 

Abbiamo poi 

cos (X, y) = cos (X, ^') cos (y, ^') + sen (X, ^') sen (>', ^') 

= — sen (/^') COS (y^') + cos(/{')senQr'^'). 
Allora dalle (/) per mezzo della (r), si ricava 

cos (ky) cos (/^) 

=[— sen (/;:') cos (/;(') ^^osCy'O + cos*(^Osen(vV)] X 

X sen(x)f)sen(5:f), 

la quale, in virtu dellc (w) diventa 

cos Qiy) cos (/;f) 
= sen (/^') cos (/:(') cos (sy) cos (f + cos*(/^') cos (5 jc). 
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Adunque , contando gli angoli 6 a partire da :(_' , cioi ponendo 
(^' /) = 6, abbianio 

cos Cky) cos (/O = - -1^ 4^ sen e cos e + ^ cos'e. 
\ jy \ -w ds ds as 

Cosi, ancora avendo riguardo alle eguaglianze 

sen 6 cos 6 = 0, / cos*6(i6 = 7r, 
il seconJo integrale {s) diventa 



r dxj^ ds 



Sostituendo nella derivata di ^^ e passando al limite, si ottiene 
Ma d'altra parte si trova 

K A 

onde uguagliando, viene 

(H)' 

Questa espressione di Xy^ ^^ ^^ svantaggio grave di non esser sim- 
metrica rispetto alle variabili y e i. Per6 le s^uenti trasformazioni la 
renderanno tale. 

II terzo termine pu6 essere trasfonnato mediante la formola (/), 

cbe ci dk 

d7 

a 



)V--^/-=/ff^^^»^ + ^'('*^'^*)lT 



K 
I 



■ht-^i'^+j^^ 



dv R ' 
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e siccome 

diviene 

d' f dR . 

(14)" -4'^/|{t[PA,^ + A.(?. ,-0] + M.(t*, O + TA.(F.:y*)lx 

On dall'identitik gA ditnostnta al n" 8 

(0 PA,^ + A.(p, = y^y + a.(t, y) 

si deduce subito 

Inoltre dall'uguaglianza 

if!*— a^_v ^y* 

che s'inferisce dall'ortt^onaUtii delle direzioni s, n, •*, si ricava 

Sostituendo le espressioni (*), Q') nella (14)", si ottiene: 

d' r dR , 

z«=-^'^a^J/-5;r'^'" 

(i4)-2'^/{(4PA,^»+YAj»+A,(p,;f»)+A.(Y,yO]+2[PA,(j*,^0+Y'i.(!*.W 
la quale presenta la desiderata simmetria. 
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§ 9. — OSSERVAZIONI. 

15. Le funzioni fin ijui studiate sodis£ino tutte aU'equazione dt 
Poisson in tutto lo spaaio. Per6 non sarebbe r^oroso dedurre que- 
sto teorema dal fatto ch'esse sono limit! di funzioni potenziali di masse 
diffuse entro uno spazio sferico quando si fa crescere indefinitamente 
il raggio della sfera. G)si conviene piuttosto verificare Tenuaciata pro- 
prietii sulle espressioni che abbiamo dato alle stesse funzioni per inte- 
grali definiti estesi pei campi finiti K. A tal uopo basta considerare le 
due uguag ianze : 

R an an ^ 

ove 

A»- ^' ^ ^' + ^' 



do' ^ db* ' dc* ' 
Cosi, per esempio, si ha dalle (7), (13): 

MX 

16. Mediante le funzioni fin qui studiate se ne possono formare 
altre, per le quali la densiti in ogni punto dello spazio sia una com- 
binazione lineare di alcune derivate d'una funzione potenziale ordinaria. 
Fra tali combinazioni 6 notevole il parametro differenziale del 2^ or- 
dine, sul quale vogliamo fennarci un momento. Abbiamo, per esempio, 
quando iiC £ a tre dimension! 



ove, per distinzione, intendiamo 



^*--d^ + -a3r + ^^- 
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D'altra parte, dalle equaztoni dt LaplaceediPoisson si deduce 
immedlatamente che 



f a; Fjds f 



^dS 



L'uguaglianza fra queste due espressioni dello stesso int^^rale si 
fonda suUa prima equazione (X)y e ci6 costituisce una conferma dcUe 
fonnole da noi stability 

Dippii!i Teguaglianza (a) preseuta da un punto di vista notevole 
il fatto conosciuto, che la funzione potenziale diretta 



[R^dS 



sodis£i all'equaztone A*. A* = o fuori dello spazio occupato dal corpo 
K (*), poichi quest 'equazione manifesta che la A* della funzione po- 
tenziale diretta si pu6 riguardare come la funzione potenziale inversa 
d'una massa occupant<: tutto lo spazio con density che, a meao di un 
fattor costante, i rappresentata da Aj V^ (•*). 

17. Le espressioni delle funzioni qui considerate per int^rali este^ 
fra limiti finiti potrebbero servire a dimostrare la continuitii di queste 
funzioni in tutto lo spazio, dappoichi non sarebbe rigoroso il dedurre 
questa continuid^ dal fatto ch' esse sono limiti di funzioni potenziali or- 
dinarie di corpo. Per ottenere Tintento si dovrebbero svolgere per le 
funzioni potenziali dirette e per le loro derivate le considerazioni ana- 
loghe a quelle, che d'ordinario si fanno per le funzioni potenziali newto- 
niane e per le derivate di queste, onde studiame le discontinuidi. 

Stimiamo utile notare come , rinunziando al rigore, se si accetta 



(*) V. L 1 m ty Legons sur la tbiorie watbimatique dt VUasHciU^ n^ 27. 

(**) Ci6 del resto k ovvio ed ho voluto presentare quest'osservuione . a sem- 
plice ulteriore radronto delle fortnoie stabilite in questo lavoro ecu quanto h gii co- 
nosciuto. 
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per evidente la continuiti^ delle nostre funzioni in tutto lo spazio , si 
possa invertire il ragionamento che servlrebbe a dimostrarla in modo 
rigoroso, c cosi dedurre molto semplicemente le discontinuiti delle fun- 
zioni potenziali dirette e delle loro derivate prime e seconde dalla co- 
noscenza delle discontinuiti delle funzioni analoghe newtoniane. 

Seguendo questo metodo, basta guardare le fomiole da noi date, 
per dedurre subito, quando non h senz'altro evidente, che la funzione 
potenziale diretta di un corpo e le sue derivate prime e seconde sono 
condnue attraverso la supcrficie del corpo ; continue sono pure attra- 
verso la superficie agentc la funzione potenziale diretta di un semplice 
strato e le sue derivate prime e seconde, e sono anche continue la fun- 
zione potenziale diretta di un doppio strato e le sue derivate prime. Ma 
le derivate seconde di quest'ultima funzione sono discontinue a ttraverso lo 
strato; infatti, adoperando la caratteristica ^ {discontinuiia) per indicare 
la discontinuiti d'una funzione attraverso una superBcie, cio^ la differenza 
dei valori ch'essa prende in punti infinitamente prossimi ad un punto della 
superficie, il primo suUa nomiale positiva e il secondo suUa negativa, 
la fbrmola (14)', della quale il primo membro & continuo, ci di 






aic" 



onde, per note propriety : 



OS) Jl^jf,4ijr = 8.,.'. 



Analogamente si otterrebbe 



'^sfi-ch^'^^'-^'^r 
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DalU fbrmola (15) si deduce 






e ci6 h confermato per mezzo della seconda eguaglianza (j() dalla nota 
propriety della funzione potenzialc newtoniana di doppio strato. 



Palemio, gennajo 1890. 



MiCHELE GeBBIA. 



353 



DELLE FAMIGUE ASSOCIATE DI SISTEMI LINEARI 

E DELLE SUPERFICIE UMIVOCAMENTE RAPPRESENTABILI SUL PIANO ^ 

Nota di G. Jung, in Milano. 



AduiMnza del 2$ mft^io 1890. 



1. Fra le propriety dei sistemi linear! di curve piane algebriche e 
le proprieti delle superficie rapprcsentabili univocamente sul piano esi- 
ste, com'i ben noto, un nesso intimo, una specie di correlazione, per 
la qu<'ile, supposti conosciuti tutti i sistemi lineari minimi di genere/), 
sarebbero note anclie tutte le superficie rappresentabili aventi sezioni 
plane del genere p; e vicevcrsa, supposte conosciute tutte le superficie 
a sezioni piane del genere p, univocamente rappresentabili sul piano, 
sarebbero noti anche tutti i sistemi lineari minimi di genere p cbc nc 
sono Vimaginc. 

2, Lo studio dei sistemi lineari (di curve piane algebriche) e lo 
studio delle superficie algebriche rappresentabili (punto per punto sul 
piano) si sussidiano e completano cosi a vicenda; sicch^, chi si pro- 
poQcsse il problema di assegnare tutti i sistemi lineari minimi di un 
daio gmcrtp troverebbe aperte due vie conducenti alia soluzione: i**cer- 
care direttamcnte la totality di quel sistemi minimi, sen^a prcoccuparsi 
delle superficie cVeventualmente esse possono rappresentare \ 2° o deter- 
minarli indirettamente cercando prima tutte le superficie a sezioni piane 
del genere p, che sono univocamente rappresentabili sul piano, 1^ * 
gnandone poi le imagini del minimo ordine. 
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Or questo secondo metodo nou i scevro d'inconvenienti. Di due 
superficie rappresentabili , a sezioni di genere p^ supponiamo che uni 
sia un caso particolare, una specializzazione deiraltra, consiJerata qucsta 
come generate : anche prescindendo dal caso non improbabile che tro- 
vate tutte le superficie gtmrali rest! ignorata taluna delle particolari^ e 
data invece la migliore ipotesi, che cioi siano conosciute tutU quelle 
superficie (c le particolari e le general!), non si conseguirebbe con 
questo secondo metodo la totalith cercata dei sistemi lineari di minimo 
ordine : esistono in&tti sistemi lineari del genere p non rappresenta- 
tivi di superficie, e qutsli evidenfenunte sfuggano tutii alia ricerca ; sic- 
chi il problema rimarrebbe incompletamente risoluto. 

3. Chi si proponesse il problema correlativo , cioi di assegnan 
hUte le suptrficU irridattihili univocoifuntc rabpresentabili sul piano e aventi 
sezioni piam di genere p troverebbe analogamente aperte due vie alia 
soluzione : i^ cercare direttamente la totaliil di quelle" superficie, sen:^a 
ricorrere in nessun modo alia loro rapprescn!a^ione sul piano; 2^ o dcier- 
minarle indirettamentc cercando prima tutii i sistemi lineari minimi del 
genere dato /», sceverando poi da questi i sistemi che non rappresentano 
superficie alcuna^ finalmente risalendo, pei restanti sistemi, dalHrnagine 
sul piano alla'corrispondente superficie nello spazio. 

Quando si conoscono tutti i sktemi lineari minimi del genere p, 
mssuna delle superficie cercate pub sfuggire con questo secondo metodo; 
si presenta pero anche qui un inconveniente, gii da altri rilevato (*), 
che specificher6 fra poco e per eliminare il quale non sarik inutile spen- 
dere qualche parola. 

4. Studiando direttamente i sistemi lineari di curve piane alge- 
gebriche di genere qualunque (v. le mic due Memorie: Ricerche sui sistemi 
lineari ecc. nei t. XV e XVI degli Annali di Matematica) parvemi indi- 
cato dalla natura stessa della questione di rappresentare tutta una Eimiglia 
di sistemi, identici per trasformazioni cremoniane, mediante Tunico si- 



O Vedasi in questi Rendiconti (t. IV, pag. 86- 88) una ootidna del Prof. S e g r e 
inseriu nelU Memoria del sig. Castelnuovo: SidU iuperficU olgeMcbe U cd 
s$iumi piam umo curve iperellitHehe (1. c. pag. 7)-88). 
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Sterna di minimo ordine che ne fa parte. E in invero, dato questo si- 
stema minimo , con opportune trasformazioni birazionali se ne dedu- 
cono tutti quanti i sistemi appartenenti alia &miglia ch'esso rappre- 
senta; e viceversa, dato un sistema lineare (non di ordine minimo), con 
opportune trasformazioni cremoniane se ne ricava il corrispondente si- 
stema minimo, il quale indhndua la famiglia cui appartiene il sistema 
dato : poiche uno stesso sistema mai fa parte di due famiglie difierenti. 
Come gxh, allora ebbi a osservare, questa separazione, del resto aftatto 
formale, dei sistemi lineari in famiglie, semplifica la quistione, senza sca- 
pito della generality; infatti essa limita la ricerca a quella dei sistemi 
di minimo ordine. Per facilitare tale ricerca ho poi distinto i sistemi 
di minimo ordine (e conseguentemente le famiglie di sistemi lineari) 
in due classi: 

1. La prima comprende tutti i sistemi di ordine \l pei quali 

r, + r, + ''j ^ I*' — Se i punti base sono distinti il sistema minimo i 
generale; 4 speciale nel caso contrario. 

2. La seconda comprende i sistemi lineari di minimo ordine \l pei 
quali r, + ''a + ^j ^ {^- — Quesii sistemi sono speciali, in ciascuno 
di essi i punti base essendo tutti infinitamente vicini a quello di grado 
piii elevato. Inoltre come ho dimostrato (1. c. t. XVI, teor. VII^ p. 303 
e p. 307) per /> > o 4 sempre (i ^ 2/> + 2. 

Due sistemi di classe diversa sono fra loro irriducibili per trasfor- 
mazioni cremoniane, perchi appartengono a famiglie different!; e cosi 
pure sono irriducibili due sistemi qualunque della medesima classe , 
a meiio che, come si ^ detto, non appartengano a una stessa Eimiglia. 

5. Ritomando ora all'argomento di cui sopra parlavo, I'inconve- 
niente che presenta I'applicazione di quel secondo metodo (n° 3) si 
pu6 precisare cosi : che due sistemi minimi (o due famiglie di sistemi 
lineari) differentia epper6 irriducibili per trasformazioni cremoniane, pos- 
sono corrispondere a due superficie tali che 1' una sia un caso parti- 
colare (una specializzazione) dell'altra; sicchi, mentre le due superficie 
non sono essenzialmente diverse, apparirebbero essenzialmente diverse 
(perchi corrispondenti a sistemi d'ordine minimo affatto diversi) le &- 
miglie di sistemi lineari che le rappresentano sul piano. 

Come togliere quest'inconveniente, senza disconoscere It ftp 
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stensa dclle famiglie (o serie o schiere o variety che dir si vogliano) 
di sistemi linearis idendci per trasFormazioni cremoniaDe, le quali rap- 
presentano superficie realmcnte esistcnti anch'csse, benchi sotto ceiti 
aspetti si possano riguardare come casi particolari di altre su effide? 
Forse associando opportunamente fira loro i sistemi minimi (e le cor- 
rispondenti famiglie) dellc due clnssi. Mi spiego. Ogni sistema spe- 
dale 9, del minimo ordine e della 2^ dasse (n'^ 4) si pub coosi- 
derare come case particolnre (come deformazione) di un determinato 
sistema £. della i* dasse, ma non d'ordine minimo : 1^ ba lo sUsso 

simbolo (*) [«'• tf^* fl j' ... fl/] J*,/ di <x, , toUavi sdtanto il vincolo ck 1 
fmnti base a, » ^, • • • ^/ ^^^^ infinitamenk vicini ad a, . Ma tolto codesto 
vincolo il sistema considerato cessa di essere del minimo ordine e di 
appartenere alia 2^ dasse : esso rientra nella i^ classe, prendendovi il 
posto di 2,, e come tale fa parte della famiglia ch'i rappresentata da un 
detenninato sistema generalt di minimo ordine; sia questo v,. Diremo 
che il sistema (speciale) minimo di 2* dasse (t^ h associato al sistema 
minimo (generale) di i* classe «,. Similmente un sistema noinimo <f\ 
speciale di i* dasse (cioi con punti base infinitamcnte vicini) si dirl 
associato al sistema minimo generale di 1* classe 9, avente Tidentico 
sno simbolo , ma nel quale i punti base siano invece distinti ; e fa- 
miglie associate chiameremo quelle che corrispondono a due sistemi mi- 
nimi associati. Se non si vuol tener conto dei punti base semplid, si 
diii che i tipi nortnali (r, e fj^ (e corrispondenti famiglie) sono asso- 
ciati al tipo normale di i* classe (x^ (e corrispondente famiglia). Peres, 
i tre sistemi minimi speciali di 2* classe (**) : 

sono associati rispettivamente ai sistemi generali mtniiui di i* classe: 
ma tutt'e tre sono associati airunico tipo nomiak \a^^^^. 



(•) 1. c. t. XV, p. 279 e t. XVI, p. 29s. 

(••) Oltre ai sistemi minitni di curve iperellittiche, son questi i soli ststemi bb* 
Dimi della a* cUsse pel genere ^ = 7; cfr. 1. c. t, XVI, pag. 318. 
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6. Qualsivoglia famiglia di sistemi lineari speciali (tantodella i* che 
della 2^ classe) ^ cosi associata a una famiglia di sistemi lineari ge- 
ncrali (eppero necessariamente della i*^ classe) ; invece a una stessa 
famiglia generale di i* classe puo essere associate un gruppo di tn fa- 
m^glie speciali delle due classi. Sicchi in altri termini riassumendo si 
pu6 dire : 

a) Ogni sistema viiuimo (sia della i*^ o della 2* classe , abbia i 
punti base distinti o infinitamente vicini) individiia e rappresenia tutta 
una famiglia di sistemi lineari deducibili /' un dalValtro per irasforma-' 
:(ioni cretnoniane; 

b) Ogni sistema minima generale (cioi di minimo ordine, della i* 
classe e a punti base distinti) individua la famiglia di sisUmi gencrali 
cVesso rappresenta^ e determina inoltre un inlero gruppo difamiglie (spe-- 
ciali) associate alia famiglia (generale) predetta; 

c) Ogni fipo nor male di i* classe (sistema minimo generale a 
punti base distinti e sen:;^a punti base semplici) rappresenta in pari tempo 
la famiglia generale da esso individuata e It famiglie generaU individuate 
dai suoi tipi derivati (I. c. t. XV, § 4, p. 288), nonchl tutti i gruppi 
(di famiglie speciali) associati alle predette famiglie. 

Un sistema generale e un sistema del gruppo associate, mai sono 
deducibili Tun dall'altro mediantc trasformazioni cremoniane; nh lo sono 
generalmente due sistemi pr?si ad arbitrio nel gruppo. Ilpassaggio dalla 
famiglia generale alle speciali del gruppo associato si effettua invece per 
tuti*altra via : cioe mediante la deformazionc di un determinato siste- 
ma di quella famiglia, il quale per Tavvicinamento indefinite del suoi 
punti base ordinari, venga a coincidere col sistema speciale di minimo 
ordine che individua una delle famiglie del gruppo. 

7. Per dare un esempio consideriamo i sistemi lineari di minimo 
ordine \l dotati di un punto base ((x. — 2) - plo. Ho mostrato altfove 
p. c. t. XV : tab. I, sist. c\ ub. II, sist. t per 5 = 2; t. XVI, p. 306 
(p) ^ P- 307] che per ogni genere /> > i la totality di siflfatti sistemi 
minimi h data dai seguenti tipi normali [nei quali si prescinde a&tto dai 
punti base semplici che eventualmente si possono aggiungere; e nei tipi 



Rntd, Ore. MaUm., t. IV, parte i/— Stampato il a agosto 1890. 
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(b) inoltrc si supponc cfic i punti doppi b^ siano tutti infinitamente 
vicini al punto base «](*) : 

kW.; [o^'b'W, (a) 

i due tipi nonnali (a) sono sistemi generali di i* dasse, il primo dei 
tipi (b) i spcciale di 1* classe, gli altri sono di 2* dasse e perci6 
speciali. Per ciasciino dei ;> + 2 tipi (/) il grado del sistema (ossia 
il numero D delle interseziori variabili di due sue curve arbitrarie) i 
= 4/> + 4 c la dimensicne= 3^+5. Inoltre, per quanto ho dclto 
precedenteniente, si riconosce subito die alia famiglia individuata dal 
sistema gencrale di niinimo ordine [fl^]^^., i associato il gruppo che 
comprcnde le fluiiiglie di sistemi speciali rappresentate dai tipi (b) di 
posto pari (cioi dal 2"*, 4'*, 6**, ... ); e a quella individuata dal si- 
stema generate minimo [fl'*^7;*]^^j e associato il gruppo che comprende 
le famiglie di sistemi speciali rappresentate dai tipi (b) di posto dispari 
(cio^ dal 1°, 3**, 5"*, ... ). Sicchi, se /> 6 pari , ciascuno dei due 

gruppi contiene — famiglie; sc /> 6 dispari, quel grupppo ne contie- 

p— I /» + I 

ne , questo ' — . 



(*) Qucsti tipi ii.Hma'i djnno aiiche la totality doi sistemi linejri minimi tii 
curve iperellittiche di gr.ulo D > 2p\ perchc //// sisUnia lineare di curve ipereUitticbe, ml 
qiuk il p'issiij^gio di un.i curva per nn pimto arhiirario uon porli di consegMtt^a il f-as* 
Sii^gio per altri puuli delerfni'i.Ji d.il primo , p:io ridttrsi tmdijiite una trasjormaiictu 
hiraiionah a tin $islema di curve di im cerio ordine |jl avcnii in comune un punto wul- 
tiplo seconds a — 2 (e Jorse altri punti base seniplici e doppi), Questo teoreiiu che 
trovasi dimoitrato nclia Mcnioria : Sulle siiperficie ccc. del si^f. Castelnuovo (1- ^' 
pag. 81) si pii6 stabilire fjcilniciito con onsiderazioni non est ranee ai sistemi lineari 
e mi consta infatti che lo stcsso si,^. Caste In uovo, in un lavoro ancora ineditOy 
ne ha dato un^altra dimostrazionc diretta. 
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8. Col concetto qui introdotto dei sisiemi miniini associati edelle 
famiglie associate, Tinconveniente sopra nccenn;ito (n"* 5) pare climi- 
nato senza dar luogo a inconvenicnti inaggiori, e la correlazione di cui 
piu su parlavo pare piu neltamente niessa in rilievo. Invero , esclusi i 
sisiemi lineari non rappresentativi di superficie : 

1*^ a ogni iipo nor male di prima classe (e relativa fiimiglia di sisiemi 
lineari generali) corrisponderebbe una superficie gekerale F di ordine D; 

2° ai suoi iipi dcrivati (e relative famiglie di sistemi lineari gene- 
rali) corrisponderebbero superficie derivath F' di ordine < JD (1. c , t. XVI, 
p. 320, comma 2°) : superficie generali anch 'esse sotto un ceno aspetto 
ma avcnii con la F uno streiro legame, sicchi da quest*una possono 
tuite derivarsi con semplici operazioni; 

3" /<j famiglie {speciali) dei gruppi associati al tipo normalc t ai 
suoi derivati ^ rappresenterebbero invcce superficie specialm speciali nel 
senso ch'esse possono riguardarsi come particolarizzazioni rispettiva- 
menie della superficie generale F e delle superficie derivate F'. 

9. Cosi, riprendendo Tcsempio di poc'anzi, quando si osservi che 
i sistemi (7), perchi Z) > 2/> (*), son veramente rappresentativi di su- 
perficie (deU'ordine Z) = 4/) -f 4) > J^ quanto precede risulta imme- 
diatamene che csistono due specie {e due sole : cfr. nota al n** 7) di su- 
perficie generali F^^^ a se:^ioni iperelliltiche di genere ^ > i , untvoca- 
nunle rappresentabili sul piano, nelle quali (prescindendo dalle superficie 
derivate) rientrano come casi particolari p allre superficie speciali. (**) 
Ciascuna di queste p + 2 F^^^ contienc 00* conicbe y aventi per ima- 
gini le 00' retle del fascio c^ sicche per ogni punto della superficie ne 
passa una e una sola, — Invece di leggere nella lore rappresentazione 
plana queste ed altre (***) proprieti delle superficie a sezioni iperellitti- 
^ * 

O V. Segre, Sui sistemi lineari di curve piane algebrichcdi genere p(in quest! 
Rendicooti, t. I. pag. 219). 

(**) NelU memoria Ucher die gcradlinigen Fidcben vom Geschtecbte p =s o (Math. 
Ann., t. V) C 1 c b s c h lu analoganicntc fondata la classificjzione delle rigate rflxtonali 
sulla loro rappresentazione piana. 

(•'*) Per es : la F^^^^[ at ]ji^^+, , o!tre alia cun'a %p (di ordine p) corrispon- 
demo al punto base a c aventc pcrcio un si\ punto comunccon ogni conica y, con- 
Uene le 00' cur\'e k^^ (di ordine p-^- 2) che corrispondooo lile rette del piioorap* 
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che, si potrebbe ricavarle dallo studio diretto dclle supcrficie medesime; 
in tal casOy asscgnandonc lo rappresentazioni di minimo ordine, se he 
dedurrebbero senz'altro per p > i tutti i sistcmi (7) (*). 

10. Cosi il problema : Individnata una famijia di sisUnu lineark 
tnedsanie un dalo sistema gcneralc minimo di prima classa ^i , esaminan 
se in essa csistono sistemi cbc , per cffetto dell* indcfinilo avvicinamcnli 
dci punti base^ non siano riducibili al tipo *s^ ; ^, se tsislono^ asscgnarli 

e il problema : Data una superjicie (irridutlibile) generate Fj) a 5C 
^iotti piane di generc p e rapprescntabik punto per punio sul piano^ dc^ 
terminate le superjicie (irriduttibili) deU*ordine D cIk nel senso sopra d<r- 
finito ne sono casi particolari, 

sono equivalent!; e I'uno e I'altro dipendono in sostanza dalla ricera 
dei sistemi lineari minimi della 2^ classe e di quelli speciali della i'^ classe, 
appartcncnti al generey^, e sono implicitamente traitaii nella secondamia 
Memoria (1. c, t. XVI), che appunto quella ricerca avcva per ogi^eito. 

Non so se la prjsente Nota, dando mnggior risalto al legame esi- 

stente fra la teorica del sistw^mi lineari di curve algebriche e quelU 

delle superficie univocamente rappresentabili sul piano . sia riuscita a 

mettere vieppiu in luce i vantaggi che le due teoriche possono scani- 

bicvolmente prestarsi, in question! riferentisi a ciascuna di esse; se fosse, 

avrebbe pienamente raggiunto il suo scopo. 
KClano, aprile 1890. 

G. Jung. 

presentativo : e perci6 si segano a due a due in un punto, hanno ciiscuna con ogni 
cooica Y un punto comune e non incontrano 1 1 a^ ; — U l'\^^E^ [a^+'A* 1i»wm.; C3ii- 
tiene oc' curve kp^^ (di ordine /> -f ^ cc* curve j^'^^j (di ordinc /> + }) corri;pDn- 
denti risp. alle 00* rette del fascio /» c alle oc' conichc del piano rapprcscr.tailvo 
passanti per <i, b; sicch6 le kp^^ non si fcgano frj loro, nu incontrano in im puni^> 
ogni Y 9 e per ogni p into dclU s-iperficie no passa una sola ; mentre le gp^^ sono 
individuate ciascuna dt tre panti arbitrari dclla superflci.*, si scp;4no a due a due in 
coppie di punti, hanno co:i ogni conica y e con ogni curva k^^,^ risp. un sol punto 
comune. Dalla serie 00' di <»^, si st^ccano le 00* curve d'ordine ^ + 3 cho corri- 
spondono alle rette del piano objettivo; di qucsra serie 00* fanno parte e Ic 00' curve 
kp^i e Ic 00' coniche y ; — ecc. ecc. ecc. 

(*) £ ci6 che nell 1 citata Memori i ha f^tto il sig. Cnstelnuovo, il quale 
oosl ha per. vii indiretta ritrovato e confcmiato che la totality dei sistemi di minimo 
orditte [i. dotali di un punto base ({a — 2)'[*lo ^ data appunto da quei tipi normali (/). 
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ALCUNE FORMOLE RELATIVE ALL'OPERAZIONE U. 



Nota di Giulio VJVanti, in Mantova. 



AJunanzt del i) luglio 1870. 



ti scric di ;/ variabili ciasciina, Top^.Tuzionc 11 rispclto a quesle varia- 
bili e dcfinita dall' csprcssione : 

" = Z — Ar Ajr TilT" > (*) 

dove i gruppi di n variabili che tigurano nci vari tcmiini del secotido 
nieinbro sono i somiiMndi del deterniinante : 

c il segno di ciascun termine i quelle chc ha il somniando corrispon- 
dciite del deterniinante (p). 

Li (a) puo anclie scriversi sinibolicaniente (*) : 






d d 
convenendo chc il prodotto simbolico 5— -5— rapprescnti ropcrazione 

cffelUVa ^ :r~. 

axdy 

• ■ ■ ■ • -• 
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In qualche coso c opportuno mettere in evidenza il nuniero dclle 
serie di variabili die iigurano in U^ ed anche Ic variabili stcsse; allon 
invece di U si scriveri U^IIJ,..^„). Per uniformiti potri porsi U^**^9=:9. 

2. Vogliamo determinare I'eflFetto dell'operazione U sopra un pra- 
dotto di pi6 fattori. 

G)mincianio dal caso piii semplice, quello in cui i fattori sono 2, 
e la U contiene due sole serie di variabili. Si trova allora : 

dove nei vari termini della somma ^±0^*^9.11^'^^ devono porsi 
come indici delle due U i due £inori dei vari sommandi del determi- 
nante {^^^x^^) e ci6 in tutti i modi po.^ibili, e a ciascun temiincdeve 
darsi lo stesso segno chc ha il corrispondcntc sommando del detenni- 
nante. 

Pifi brevemente puo scriversi : 

"|'U.)(?-'^)=J Z±u<->?."^''>-;, (y) 

dove la somma estema si estendc a tutte Ic partizioni del numero 2 
in due sommandi non negativi. 

3. Dalla (y) si pu6 indurre la seguentc formola generale : 

La sonmia estema c cstesa a tuttc Ic diverse partizioni (tcnuto aDck 
conto dcirordine) del numero n in r son)maQdi non n^ativi. A ctf* 
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scuna partizione corrisponde poi un certo numero di termini, rappre- 

scntati dalla somma X — ^^**^?i ••• ^^"^^9^ > <l"^'i si ottengono 
ncl modo seguente (*). Si distribuiscano gli n numcri i, 2, ... , n 

in r gruppi di w, ,«,,..., fi^ dementi; se : 



*ll > • • • > ***! > *2i > • • • > *»«a > • • • J *f| > • • • > *rii^ f 
Pit > • • • J r'«i > Pai » • • • > r»*a > • • • 5 Pn > • • • > Pr»y 

sono due distribuzioni, identiche o no, 

sari uno dei termini cercati, e il suo segno sari^ quello del sommando 

del determinante (P). 

Siccome il numero delle distribuzioni di n elementi in r gruppi 

di n , n,. . . . , «, elementi i — ^ j — : :, il numero dei ter- 

mini del secondo membro della (X) sari : 






4. Dimostreremo la formola (]S) col metodo delPinduztone com- 
pleta. Perci6 faremo vedere : 

a) Che, se essa h vera per I'operazione O ad ii indici eseguita 
sopra un prodotto di 2 fattori, lo h pure per I'operazione O ad n -f- i 
indici eseguita suUo stesso prodotto ; 

b) Che, se essa h vera per I'operazione O eseguita sopra un pro- 
dotto di r fattori , lo h pure per la stessa operazione eseguita sopra 
un prodotto di r + I fattori. 

(*) Si potrebbe procedere come nel caso di ii = 2, ma si otterrebbero cos) dei 
termini ripetuti pid volte. 



^ 



G. VIVAKTI. 



5 . j) A ciascuna delle n serie di variabili considerate st aggiungi 
una nuova variabile x.^, (i := i, 2, . . . , w); inoltre s'introducauiu 
nuova serie di n + i variabili *^,.,, ...» *.+,.«^.,. Si avri: 



•*(«ii"'*i»fi,»fi) — ^V *y ;iy •*(«i.i+i«a.*+«-*»-t+ 



i,»fi'«-H-3,i-V^0 • W 



Si scriva ora la (X) per r = 2 successivamentc rispetto agli n+ 1 
gruppi di n* variabili die si ottengono sopprimendo ciascuna volu una 
colonna delb matrice : 



XX X 

■*H •*!» • • • ^l.»fl 

X 



X X 



XX X 



«H-i 



sulle n -f I equazioni cosi ottenute si eseguiscano rispetrivamcnte le 



• • 



operazioni ;r- 



^^-+1.1' ^*»+i.« * " ' ' 3 



, si sommino i risultau, 



'»H,»+I 



e si applichi tanto al primo niembro che al secondo della somma ia 
rebzione (t). £ facile vedere che s'otiiene cosi la (i) rispetto alle (w+i)' 
variabili x.^{i =1, 2, ...,«+ i; / = i, 2, ... , n + i). 

In via di veriiica calcoiiamo il nuniero / dei termini del secondo 
membro dell'equazione ottenuta. II 2" membro della (X) consta, per 

r = 2, di 2- I — ; ? I ossia di Y ( j termini. Le w + i deri- 

vazioni es^[uite sul primo fattore dei singoli termini O^^^p, 0^*^^9, 

dinno origine ad (n + { a) ^^^mini, i quali raggruppandosi a/> + i 

a /» + I vanno a costituire — ~- [A termini della forma 
Parimenti le derivazioni eseguite sul secondo fattore dei termini consi- 



derati d^nno luogo ad 



u + I 



n 



^—P + I \A 



termini della forma: 



0<'>9,.0<*-^'>9,. 
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Sai^ dunque: 



ora 



quindi : 



"+ I / « W «+ t /«V_ «+ I {n\\( n \ (n\ 
P \p-^J'^n-p+ i\pj~n-p+ I \pjl\p -Jj^ W* 

_^+ J _ f»\ f'^+ ^\-{»+ ^X 
n-p+i\pj\ P ) \ P /' 

inoltre Q = (;) = !=(«+')=(;;+ ;), skchi sari : 

'=icr)" 

6. ^) Anche il passaggio da r ad r+ 1 fattori si effettua senza al- 
cuna diiBcold. Basra nella fomiola (i) invece di 9^ porre 9^9^, > e poi 
a ciascuna delle ll(<p^f,^j) che figurano nel 2^ membro sostituire la sua 
espressione data dalla formola stessa. 

Qui pure a titolo di verifica calcoleremo il nnmero /, dei termini 
risultanti. Se sui vari termini il^''^\^M^''*^<f^. ... U^*'^^^ eseguiamo 

le operazioni testi indicate, siccome 0^"''K?f ?r+i) consta di ^f/) 

termini, avrenio : 



che pu6 anche scriversi : 



', I .••iti 






Kind. Ore. Maim. t. IV, parte i*— -Sutnpato il 2 agnsto 1890. )4 
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7. n seguente lemma della teoria dei determinant! si dimostra senza , 
alcuna difficolt^ ricorrendo al melodo dcirinduzione^omplcta : 

Se si hanno (« + m)* variabili x^^(i=rr,..,,if+iiiy=i,...,ii+w), 
e se le a, ^ hanno lo stesso significato attribuito ad esse nel n" 3 , si ha : 

y — V*^»iipil • • • *«iii,?i«.*iH-i.»fl • • • "^iH-«»,»H«/ 

dove U segno di ciascun termine h determinato dalla stessa regola che 
nel n*" 3. 

8. Mediante questo lemma pu6 dimostrarsi la s^[uente equazione : 

Consideriamo anzitutto il caso di ; = r. Si ha : 

dove a, , a, , ... , a^„ h una permutazionc di 1, 2, . . . , n + w, 
e fra i Humeri «,,«,, ... , a„ ve n'ha uno almeno diverso da 1, 2, ... if. 
Eseguiamo sul 2*" membro I'operazione U^lJ,...*,.). U 2** fattore di cia- 
scun termine non contienc alcuna dellc vari.ibili che 6gurano in 0, sic- 
chi rispeito a questa operazione esso si comporta come una costante. 
Inokre, sc i i un numero =^ n che non figura nella serie a^ , a, , ... , oc^, 
siccomn ciascun termine di U contiene una derivazione rispetto ad una 
variabiU avente per primo indice uno dei numeri i, 2, . . . , n e per 
secondo indice i, h chiaro che sarii : 

Resta dunque : 

Calcoliamo ora U^^,.^^,) (jc,, ... xj), Se si conadera un termine di 
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0, p.es. 5 — 3 , dovePj.p, p^4 una permutaztone di i,2,...,n, 

i facile persuadersi che eseguendo la derivazione da esso rappresentata sui 
diversi termini di (jc^ ^ ... xj) si ha per risultato o, fatta eccezione pel 

termineXiBj ... x«b„, che di i. Ora i termini ^ 5 e x,a, ... JC— , 

figurano collo stesso segno rispettivamenteneglisviluppidiQedi (x^^...xj), 
quindi indicando con t il loro segno comune sari : 

CF^ip, • . • OXgp^ ^^ipt • • • ^"^"Pn 

e per conseguenza : 

**(*ll««*iw)('^II • • • ^nn) = ^! J 

da cui finalmente: 

» 

9. Dimostrata cosi vera la formola (d) per j = 1, basteri &r ve- 
dere che se essa sussiste per 1' esponcnte s — i sussiste pure per lo 
esponente s. 

Poniamo per breviti : 

Per la QS) avremo : 

*i I "j^** 
Consideriamo un termine del 2° membro, p.es. : 

q("i) !)«-« n P 

••(*»i ipi i-««iit, 81 If i) -* • •*(*«aipai-«aaii»?2»ra) * • 

Siccome supponiamo Tequazione (») vera per tutti gli esponenti minori 
di J, sari : 

^(«iiiPn-*«i»nPi»i) ^ ^^ J— 2! •(•^aaiPai ••• '^(3i9iiaPaifs^»fi,it4-i ••• ^»M».»f«i)i 



(*) Si sono messe le parentesi quidre per indkire die qui tl tratta #im pf9* 
dotto efiietttvo e non d'uo determinante. 
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c per U Q: 

Dcnoundo con S b somnu che figuri nel 2'iiienibro, puo scriversi: 

■ 

=Z(^— 0-<^+0- •(^+«-/^-2).(»— /> + iX«-/»+2)...«, 

donde si ha : 

S_ _ M , w(«— i) 

(j_i)5(, + i)..;(j+„_2)- "^ J+lf— 2 "^ (7+n— 2X^+11-3) 

n(M— i)...2.i «. , . 

(j+n — 2X^+«— 5). -^^ — ^' * » » y> 

/*' designando come di solito la serie ipcrgeoiueirica. Ora si ha, come 
& noto : 

^^«> r', T. U — Y(^^ — a)r(Y — ?) ' 
e quindi per a = i, in virli dcUa relazione r(n)=(« — i)r(« — i): 

Di qui segue nel case nostro : 

F(i, — n, - i — n + 2, i) = ^_ ^ , 
quindi: 

S = s(s + i) ... (s + n— i)= ^—j^'^^y , 

e finalmente: 

q(-) p« — s + n I . p_, . 

come si doveva dimostrare. 

Mantova, 25 giugno 1890. 

GlULIO VlVANTI. 
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SOPRA UN CASO GENERALE DI COMPENSAZIONE ANGOLARE; 

NoU del prof. A, Venturit in Palermo. 



Ad a aaa n Jd » g*ng«> tS^O* 



I. G>nsideriamo un punto O attomo al quale sieno gli altri punti 
I, 2j . . . n; si inisurino da O gli angoli die nrscono dal combinare 
fra loro due a due in tutti i modi possibili gli n punti ; si dica (rs) 
I'angolo frai punti r ed 5; si indichi con />,, il numero di volte die 
(rj) h stato misurato, c si esprinin, infine, con (r j). Ti-csima roisura 
di (r j), di talchi i varia fra o e /)^,. 

Prendiamo come incognito della compensazione n direzioni teori- 
che da O a ciascuno degli n punti dati, e diciamole /, , /, , • . /.. Gli 
angoli teorici essendo allora 

/j *, , /j *, • . . 
ne seguira die I'equazionc degli errori avrh la segucnte forma generate: 

K, = 1,-1.- (rsl (0 

essendo X\, Terrore teorico commesso ndla niisura (/s\. Se ora, per 
comoditik, si prendono dei valori (/,), (/,), . . . tali che le loro diflferenze 
prese convenientementc , diflPeriscano poco dagli angoli osservari , po- 
tremo porre 

/. =(0 + A> /, = (/,) + '^, , . . . /. = (/.) + A, (2) 



2J0 A. V E N T U R I. 

ove Ic A son quantitd da deterniinarsi nel mode piu probabile. Sosti- 
tuendo le (2) in (i), viene: 

a;, = A,-A, + (0 - (/,) - (r s), , (5) 

e, se si pone: 

[r4 = (0-(/.)-(r.).. (4) 

sari [rs\ la ditFcrenza nota fra il cosidetto augolo arrotondato e Tan- 
golo osservaio; e la (3) diverri definitivamcnte : 

At.. = ^,-^,+ [r5l. (j) 

Da questa si hanno le equazioni di tutti gli crrori , facendo va- 
riarc r, 5 in tutti i modi possibili, c per ogni combinazione, variando 
I da o a />^^. n caso piu generate sari che esistano tutte le combi- 
nazioni binarie , ma ciascuna un nimiero diverso di volte : se nianca 
qualcuna di esse combinazioni , basteri faro =r o il /> corrispondente, 
nelle formule generali. 

2. Si ponga ora: 

[r$] = \rs\ + [r$], + . . . ; 

sari^ in forza della (4): 

Ci6 posto, venendo a fomiare le equazioni normali che dcbbono 
detenninare le A^ si giunge, con un p6 di pazienza, al sistema : 

0= - />..»-, An + 0-,., + />«-.,! + . . . + Pn^n^x] ^»-i — ... — ^^,,, A^ '\ 

(6) I \[n — 1,1] + [w — 1,2] ... — [ff,« — i]i 
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Questo sistema cosi scritto pu6 sembrare molto complicato e poco 
opportuno per le applicazioni. Invcce la legge Ui formazione delle sin- 
gole equazioni i semplicissima e simmetrica. Si scriva infatti lo schema 
seguente : 

rii,«— I Pn.n—i • • • PnA P»,\ 



— /»m« — /^i-i,* A.I • • • — Pt,t 



che ^ simmetrico; si lasci vuota la diagonale. Per formarc i termini di 
questa, si usi la seguente legge : il terraine della diagonale che si dee 
trovare sopra una data linea, risulta dalla somma degli element! scritti 
in questa, presi col segno contrario. Forniata cosi la diagonale, avremo 
una matrice completa: i termini delle linec sono i coeiHcienti di A^, 
A^, . . . A^ nelle equazion* r.ormali (6). 

Per formare i termini noti delle (6), si formi I'altro schema per- 
fettamente analogo al precedente: 

[n, If — i] [fi, « — 2] ... [«,2] [ft, i] 

— [n,n— i] [n — i, w — 2] ... [n — i, 2][n — i, i] 

— [«, w — 2] — [n ~ i^n — 2] ...[« — 2, 2][n — 2, i] 



— [f/, 2] — [n— I, 2] — [11 — 2, 2] ... [2,1] 

— b^y —[n—i, !] — [« — 2, i] ...—{2, i] 

La somma dei termini di una stessa linea , coi segni che hanno, 
dk immediatamente i termini noti delle (6). Queste dunque si possono 
scrivere rapidamente. 

3. Si osservi era, che il sistema normale (6)i indetermioato« Se 
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infatti se ne sommano tutte le equozioni, tenendo presente la leggedi 
fomiazione che abbiamo data, si trova 

= 0. 

Ci6 h naturale, poichi nelle direzioni teoriche /,,/,... si i la- 
sciata indeterniinata rorigine. Per toglier rindeterminazione, poniamo 

A, = o 

e cosi verremo a (issare rorigine comune delle direzioni teoriche, giac- 
ch& la i^ delle (2) diviene: 

h = (0 

e siccome (/,) & nota e iissata, risulterii fissata la direzione al i^ punto 
e quindi quelle a tutti gli altri. AUora il sbtema (6) si cambia neU*al- 
tro, che si ottiene facendo ^4, = o'e sopprimendo ruldma equazione 
omai inutile: 

(7)j + ([n — 1,1] + [« - 1,2] ... -[n,n-i]\ 

\o=—p^,A, -/»^,.,^^....+[/^^J>^,,,...A..]^.+(--[«,2]-[«-i,2]...+[3 

il quale h ora perfettamente detemiinato. Awue da questo le A, si avranno 
le direzioni compensate, dalle formule: 

/, = (/,), /. = (/.) + ^, . . . /. = (0 + A,. 

4. Se tutte le p sono uguali, allora rindetemiinazione del sistcaia 
(6) si pu6 togliere in un altro modo, tale che il sistema determinato 
risulta semplicissimo. Ricadremo allora nelle fomiule diSchreiber che 
sono perci6 un caso particolare delle nostre. Se, per brevity indichianriO 
con N, , W, . . . N. i termini noti di (6), e si chiama p il valor co- 
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mune delle p„ , lo stesso (6) diviene : 

(n— i)pA,—pA^,— ... —pA, + N, =0 
-pA,+ (n-t)pA^,- ... -pA,-\- N, = o 

— pA, — pA^, ... + (n— i)pA^ + K-siO. 

Per tc^licr I'indeterminazione in questo caso, poniamo: 

A,-^ A^-\- ... 4- ^, = 

^ora il precedente diviene: 

npA, + N, =0, np^^. + iV,=Q, n^^^, + N^=o...npA, + iV>BO (8) 

il qtiale h;^ tutte le incognite separate, ed i prrci6 di immcdiaia rvior 
luzione. 

5. Per aver I 'error medio di peso uno, si ha che (acendo le i4 =: 
nella (5) e sommando, si ha I'espressione di [vu\ cio^ 

\wl=l[rsl 

per tutte le combinazioni degli n numeri, e dando ad 1 tutti i valori 
che pu6 prendere. Net caso del n* precedente, appUcando la fiMmula 
generate degli scostamenti questa prende la forma: 



La formula deU'error medio, badando che il numero delle osfervazioni 
£ 2^,^, e quella delle incognite & n — i, giacch^ una delle Ah fun- 
zione ddle altre, od t fissata, diviene in generale 
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Nel caso del n° precedente i chiaro che 



quindi 

per Terror medio unitario angolare. Se si vuole Terror medio di una 
direzione, siccom;: due dirczioni cntrano nella forniazlone di un angolo 
basteri divider per 2 la (9) o la (10), secondo i casi. 

£ facile poi vederc come , nel caso di Schreiber^ il peso di 
una direzione compensata i 

e s'intende che qui Vntntii di peso e il peso d'un angolo; se si prende 
per unitji di peso quello di una direzione, allora abbiamo: 



P = ^np. 



Palermo, 22 giugno 1890. 



A. Venturl 
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ESTRATTI DAI VERBALI. 

[y$di pag. 63-72]. 



Per le pubblicuioni p^ioJiclitf e non pcrioJicHe riccTdte in dano o in cimbio dci Rendiconti 
e preientate ncl'.e varic AJananze, v.'ggtsi la S<conJ« Pirte : BibliolicM iimltmatic; 



ADUMANZA DEL 2} MARZO 1890. (Pre^iJjnzi G Albeggiani). 

Corrisponddnza.— Li S'>cict\ Mitenutici di Amburg-) ringrazia per le fe!tci- 
tJzi^ni del Circolo in occa^ione del 2^0^ anniverstrii dell i sua fondizione. Annunzii 
il C3mbio rego'are delle sue p ubblic izioni coi Rendiconti del Circolo. 

Ammissiond di naovi sooi.— Dietro vot<izioni a schede segrete : il sig. G i o- 
vanni Monro y di Formosa, proposto dai soci Gucci i e Porcelli , k eletto 
socio residente; il sig. Ing. Vincenzo Macrl (C istdtermini), proposto dai soci 
Gebbii ed Albeggiani (M. L.) ed il sig. Desir^ Andr^ (Parigi) * proposto dai 
soci Humbert e Guccia, sono eletti soci non resident, 

II sig. Enrico Poincare (Parigi) k eletto, per acclamazione, soeh mm resi- 
denii del Circolo. 

Memorie e Ck>inunicasioni. 

MOORE : Note concerning a fundamental Theorem of elliptic FuncUoms^ as treated 
in Halpben' s TraiU, vol. /, pages 3<^4i. 

PINCHERLE : Sulla trasformaiione di Heine. 

HERMITE : Sur les polyndmes de Legendre. 

BACKER A : Sopra un teorema di Neumann, 

D'ARONE : Osservaxjioni sulla Conmnicaxione precedenU del sig. Bagnera, 

GIUDICE : Osserva\ioni sulle serie. 

I. Molti si sono occupati dille irregularity che pu6 preientate la fuiuione della 
variabi*e inter.! n esprimenie il rjpporto d'un termine al precedeute in una serie con« 
vergente a termini positivi. (Vedi p. es. Math. Annahn^ 1889, XXXV, » pag. 308). 
(!redo tuttavia opportuno far conoscere il seguente modo semplice di costmire serie 
convergenti per le quali k infinitamente poco probibile che il rapporto*tra un termine 
ed il successivo sia minore d*un numero dato innanzi arbitrariomente grande. 

Medtante PidentitA 

a = »i+(»a-*i) + (», -^*,)+ ... +(«»-i — «»-•) + («— «*-i) 

si possono dire, in infmiti modi , h numeri tali che la loro sonima sia il numero 
dato a ed il rapporto fra uno qualunque ed il precedente sia pid grande che un altro 
numero dato H perch^ facendo, p. es., ax = a : A^~^ si ha 

^ — «x,| _ ^ 
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G6 prcmcsso, sia n, 4- "a ~r "3 'h • • • ^'^^ ^^>^ convergente a termiai posi' 
tivi. Si fomiino arbitririariamente le succession! di numeri posttivi 

I S **) • • • "I "% "\ • • * 

uK che sit 

Km K = 00 lim i<« s 00 



*« "— ^~ •••"• ••*fi 



e la prima contenga soli inter! . Si determtnino i numeri 

taK che sia 

vki-»H^.<figL-.|-M + • • • + v»i+ii+.«+ii s= la 

^>Ax per *,+*,+ ... +*3L^ii>*, + *a+ ... +4l«, + i. 

La serie V| -t~ ^a + ^) ~h • • • ^ convergente, ha la stessa somma di Z «. ed 6 

infraitamente poco probabile che il rapporto — ^ sia minore di un numero H dato 

innanzi ari>itrariamente granJc perch^ ci6 finiscc per poter aver luogo soljmenie per 
i valori di ft della forma 

*,-!-*,+ ... -;-*, + !. 

In modo simile si possono costruire serie divergent! per Ic qoali i iniiniumeBic 
poco probabile che il rapporto di un suo termine al prcccdentc sia piCi gnunie che 
un numero dato innanzi arbttrarianiente piccolo. 

ADUNANZA DEL 1 3 APRILE 1890. (Presidenza G. A 1 b e g g i a n i). 

CSorritpondansa. — II Prestdente comunica uni lettera ministeriale del a) 
mareo u. s, con cui S. E. il Ministro della P. I., in seguito a parerc Civorevolc della 
GiuQta del Consiglio Superiore, ha concessa al Circolo la sommi di lire 700 a licolo 
d'incoraggiamento alia pubblicazione dei Rendicouti, — I signori Andrei e Potn- 
c a r 6 ringraziano per la loro ammissione a soci del Circolo. — La Direzione dei Mo' 
naUbefti fir MalhimaUk und Pbysik aderisce al cambio coi RenJiconii del Circolo. 

Ammissione di noovi soci. — II sig. Emilio Picard (Parigi) t elctto, 
per acclamazione, socio non nsidenU del Grco!o. 

Msmoiis 6 CkNDonicasioni. 

MAISANO : 11 combinanU N della fortna ternaria cuhica. 

VIVANTI: Sidle eqwK^ioni aliebriro^ifferm^iaJi del f> ordine (Nati II«). 

GIUDICE: Oiservaiiom sulle serie (Continuazione). 

2. Se 

"1 + «a + «i + • • • 1 1 h . • • 
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sono scrie a tennioi pcsitivi, convergente la prima, divergente la seconds, h noto che 
u„ . v« o tende al limite zero o non tende ad un limtte. In quest'ultimo caso , se i 
termini della serie divergente non crescono mai, perqumto grandi si fissino glimteri 
positivi fi' N e per quanto piccolo si fissi il numero positivo s, st debbono semprc 
trovare dopo il termine u^ pid di V termini consecutivi pei quali sussiste la 

'^« w« < * 
perch6 se fosse, per i valori i 2 3. . . di it, 

si avrebbe : 

Un, + l/ii, + Mil, + . . . > Tf. I 1 1 [-•••) 

* ' ' ' ' • N \V», Vj«,+1 V»,+i / 

e la serie £«« non sarebbe convergente. 

3. Quando il D i n i consider6, la primi voltj, Ic serie convcrgenti in egual grado 
semplicemente, la cui importanza pose in evidenza cos\ nella derivazione come nella 
integTJzione, non si conoscevano esempi di sifTatte serie. (Fondanu per h Tear. 
delU funi. di variahili reali — a pifc dclla pag. lO}). II Sig. Jules Tannery ha 
osservato. (fnlroJucUon & id tiiiorie des fonctions d*une variable^ pag. 1 34) che la serie 
1u^ con 

i convergente in egual grado seinpticemente nelPintervallo (— 1,1). Mediantc I'iden- 
titil richiamata precedentemcntc si possono costniire dt 5iffatte serie. La seguente osser- 
vazione permette anch^ssa di costruire infmiti esempi di serie convergenli in egual 
grado semplicemente. 
Se 

w, + "a + "j + • . • 
V, + Va + t'j + . • • 

sono due serie convergent! nell'intervallo (oc, 6), in egual grado la prinu e neppure 
in egual grado semplicemente la second >, posto 

t convergente in egual grado semplicemente, nell'intervallo (a, P), U serie 

«i + «a + • • • + ""1 + (''"I — P"!) + ^'"i+J + • • • + V«|-H»a + (pti-Hta — ''"i-H'a) 
+ Wii,+irj+i -!-•••+ w«i+»»a-H»j -f- ( '''»i+*a+'»} "— P^i+^a+wj ) -f" • • • 

come si riconoscc osservando che cssa serie si riduce subito alia 
f 



•■•■— ■— F^^'— "i^" 
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ADUNANZA DEL 27 APRILE 1890. (Presidenza G. B. Gucci a). 
Gorrispondsnsa. — La Direzione della Revue girUrale des scUnus pares ei apfli* 

quies aderisce al cambio coi Rendiconii del Grcolo. 
Mamorie e (jomanicasioni. 

GIUDICE : Un nuovo criteria dl convergeni^a per h seris a termini positivi. 

Dopo che K u m m e r ha dato il suo importaatissimo e generate criterio per le 
serie a termini positivi (Crelle's Journal , XIII , 1335) , altri siudii important! sono 
stati fatti da distintt matematici ed ancora recentemente h compars.1 una lunga m«- 
morii del sig. Pringsheim nell i quale sono studiati e posti tri loro in confronto 
i criterii di convergenza e divergenzi per le seric a termini positivi {Math, Anna* 
ten, XXXV^ , 1889) seguendo il Du Bois Reymond che I'ultimo anno decorso 
tolse alia scienza sebbene fosse troppo presto. Mi pare tuttavia che nessun nuovo cri- 
terio generate sia stato dito il quale si discostasse dii lavori gii miho import intidi 
Cauchy c di Abel e da quello c-ipit tie di K u m m e r. II criterio che ora corau- 
nicher6 h forse degno di particolare consideruzione per la sui genera'itJi e speciil- 
meote per la mancanza di conJizi'>ni di limite per Ic funziini che il criterio introduce. 

TEOREJiA. — Percbi sia convergente la sjrie a termini positivi 

"i + "! + «}+ • • • 

i sufficente e necessario che si possa determinare la funiione a^ tale da aversi, per Mti 
I valori di n, 

DnioeTRAZloNE. — Se sono tutti positivi i numeri delli successione intinita 



^n 



<I, <I« d, . . . I 



'I -a -3 

tende ad un limite fmito, ininore di i, la quantity 



epper6 ^ convergente la serie 

(' ~ iT^ ) + ( nbr ~ Tt+aJii+a,)) + • • • • 



ossia 



^l_ J ^ I 1} L 



La sua somma ^ 

I — lim 



•— (I +«i)(i +«a) ••• (!+«•) 
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Indkando con v« il termiae n-mo di questa serie si ha 

q>{>er6, essendo convergente 2v», perch6 sia convergente Skm ^ suffidente chesia 

ADUNANZA DELL' 11 MAGGIO 1890. (Presidcnza G. Albcggiani), 
llemorie e CSomunicasioiii. 

GIUDICE : Un nuovo criteria di convergeru^a per le serie a termini positivi (Con' 

tinnazione). 

Quesu condizioQC h anche necessaria perch^ se h convergente la serie a ter- 
mini positivi 

«i + «'a + «}+•• • 
e si pone 

si ha 






cosicch^ basta porre 



per avere 



0- = — 



Si pu6 anche osservare che se soddbfa una funzione a« soddbfa ogni tf^ Xm tale 

che sia 

A, < 1 \ < X»|., . 

Credo pure opportune osservare che due criterii general!, di convergensay deb- 
bono esser conseguenze I'uno dell'altro per cui il criterio presente deve essere una 
conseguenza dei criterii di convergenza di Kummer e Dini come questi debboao 
essere conseguenza di quello. 

Dalla convergenza della serie considerata si possono dedurre varie conseguenze, 

p. es. che fe lim >" r-— 7— — r — * ., , ^ — v- = o, che se * ^ un intero dato 
arbitrariamente grande e lOn ^ il termine generate d'una serie divergente , la quan- 

titi — =-. (i+fli)(i+^) ••• (»+««) deve prendere valor maggiore di un 

numero prefissato arbitrariamente grande per infiniti valori di n maggioii di iir. II cri- 
terio che da essa abbiam dedotto permette di costruire serie convergenti ndle quali 

il rapporto --^ presenti irregolarit^ quante e quali si vuole. 
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Criterio PARTiooLAftfi. — Col criterio generale del precedente teorenu si possoDo 
ricavare, come con quello di K u ni m e r , i piCi importanti criterii particolari nmi di 
coavergenza; p. es. fiicendo 

I 

" ». /ll. /} fl ... /, w 

e ricordando essere 

(li +l)./(li +l).../,(ff+!) ^ ^ J i_ i__ ^^ I , 2. 

si trova che k convergente la serie, a termini positivi, 

«! + «» + «}+ ••• 
se h 

M»j., "^ II 'fl. /if '^** II. /«.../,_, II II. /« ... /,«| 11 \ •/,!•• II / 



•»fl 

cosicch^ se 6 

& convergente la serie 



V|»i.i '^ n. /ii ' nJnJ%n ' 



V, + Va + Vj + . . . 

se 6 positivo il primo numero noo nuUo della successione 

a, — I a, — 1 fl, — I . . . 



ADUNANZA DEL 25 MAGGIO 1890. (Presidenza G. B. Guccia). 
Memorie e Gomaiiioasioiii. 

JUNG : Delh famiglie associate di sisttmi Utuari e deUe superficie umvocaminU rif* 
priseiUahiU tut piano. 

GIUDICE : Un nuovo criterio di coHvergeK^a ptr h serii a lirtnini podUvi (Con* 
tinuazione). 

CaLCOLO APPROesiMATO DEL RESTO. — Sia 

«i + «a + "j + • • • 

una serie a termini positivi di somma e resti conosciuti e sia proposto di calcoUft 
per approssimazione il resto della serie 

V, + v> + v, + • • • 



Pongasi 

= 0. 



«• . v» 



e SI avra 



''•+1 ^*¥t 



Vn 



'^iH-i = ~- • ^t "if+l 
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V 

V«+i + V»fa + V»f 5 + ••• = -7-- (^««H-i +^« -^iH-i •"iH^ + ^-'Wi •^•"»fj+ — 

per cui se, per qualuoque valore di m, sia 






Pcrchfc il cakolo accennato dia valore sufHcentemen^e approssiinato al resto cer- 
cato conviene che H e K siano abbastanza vicini. Per conseguir d6, posto 

( ocw — a»|,| ). t/»4., 1 — : i- 4- -^ 4- -^ 4- 

si scelga convenientemente la funzione a„ con cocfficenti letterali e si determinino 
quest! ia modo che «« tenda a zero col crescere di it e che siano nulK k^ k^ k^ ^. k^ 
dove m 6 un intero predssato, la qual cosa si pu6 ottenere risolvendo sole equazioni 
lineariy con un processo insegnato da K u m m er (Crelie^s Journal ^ XVI, 1837, pag. 206) 

quando — ^ sia sviluppabile secondo le potenze ascendenti di— . In questo modo , 
per mezzo della serie 

che ha per somma a, e per if™° resto a„ , si potri ottenere con prefissata appros« 
simazione il resto n^<> della serie ^Vn^ 

Sc [ ( ot, — Qt»^., ) v.^., : ( a^, — oc^, ) V „] — I h riducibile ad una frazione alge- 
brica i cui termini si mo poHnomii interi in n, invece di sviluppare la medesima in 
serie e determinare i coefHcenti Ji a„ in modo che s'annullino dei primi termini dello 
sviluppo, tanti quanti sono i coefHcenti inJeterminati, si potri ottenere lo stessoscopo 
annullando i coefflcenti dei termini piCi elevati del numeratore di tal frazione. Mostre* 
remo ci6 approffittando della serie considerata nel precedente teorema. 



ADUNANZA DELL'S qUGNO 1890. (Presidenza M. L. Albeggiani). 

Ammissioiia di nuovi soci. — Dietro votazioni t schede segrete, il sig. A s u- 
tosh Mukhopddhydy (Calcutta), proposto dai soci Gucda ed Albeggitni (M. L), 
cd il »g. Ing. Giuseppe Delitala (Sassari), proposto dai soci Gerbildi e Cue- 
da, sono eletti soci non residenli. 

Memorie e (jomunicasioni. 

CASTELNUOVO: Sopra un teorema del sig. Humbert (vedi pig. 19s). 

GIUDICE: Un nuovo criteria di couvergenia ptr U s$ri$ a termini positivi (Con^ 
tinuazione). 

I . Si h«: 

Ra^ Grc. lUUm., t IV, parte i/— Stampato il a6 novcmbfe 1890. |6. 
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/ 



• i ' 



I * . '^ I. I I I 1-5 I I-3-S I 

IndicaQdo coo «« il termtne «n; delPultima serie» si ha 

1.3.5 (aw 3) 

^ 2.4.6. . .. (ai» — 2),(ai» — i)* 

l<« _ 211.(211+1 )* _ 8lf^ + 8li* + 2l> 
U^^ ^ (2H — l)' ■" 8fl' — I2ll*-|~6lV — I ' 

PoDgasi 

H + OL 

^ = pi,« + Tif + 8 
e si avrji 

. A. ^ \_ P»^+(«N-aN-T+iK+(a»P+«T+a«+{M-T+S+i>+(««+<^ 

[a«.(, + ^y.^~i = [(i2p-8y + (4«p-i6« + 2op + 2oy+4^ 

+ (— 8«* + I2ap + i2aY + i6a + 3p + 16^ + 288 + 6>i» 

+ (i2a» + op + 8aY + aooS ~ 4p — 3Y + 4^ — S>»* 

-(-6a*— 4«P-S«T-4«5-4« + P + T+3S+0» 

+ «» + ap + ay + «^ + «1 • l^P«* + (8*P + 4p + 8t + 8)«^ 
+ (4xP + 8aY + 16 a— loP — 4^ + 88 — 4).if 

-{_ (8a* — loap — 4%t + 8x8 - i6« — p - 6^ — 128 - 6)h^ 

+ (— 12a* — op — 6aY - I2«8 4- 4p + 5Y + 68 + 5)11* 

+ (6a* + 4ap'+ say + 6a8 + 4X - P — r - 8 — i)if— a* — ap — ay -*5- 4 

EguaglianJo a zero i coefficenti di n^ n^ n^ n* nel numeratore ed approffittaodo 
dclle equazioni die vengono fomiate prima per semplificare le successive siotdeoe: 

3P-> 2 = io« — 15 Y — 13 = 

4)).T+ 350.8 + 3^1 =0 495-T + 6'4 = o. 

Da queste si ricava subito 

p 2 _ 4620 614 8596 

'^•"5 ""6950' ^"" 49$"" 6930 

6930 66 6930 

per cui %i farii 

6930.11 — 388$ 



J, = 



4620. «* — 8596/1 + 4819 
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ADUNANZA DEL 22 GIUGNO 1890 (Preaideoza G. B. G u c c i a). 

Ammissione di naovi soci.—Dietro votazioae a scheJe s^rete, il sig. G i u- 
seppe Lanza, conte di Mazzarino, proposto dai soci GuccU ed Albeg* 
giani (G.), h eletto socio residents 

Memorie e Gomonicasioni. 

VENTURI : Sopra un caso general$ di compensaiiom angclare* 

GIUDICE : Un tmovo criUrio di converfniia p^r U sme a UrmimposithH (Con- 
tlnuazione). 

Posto 

a..(l+-i-) : -I^=:0., •'•+, + «»fiH =^ 

si ha cosl: 

6^ = I + (— 1 17495840.11 + I S 104880) : 

(s56i328ooii«— 107886240.115— 2422i9040if*+84i5a88o»'+ i3i832S40»*+ a95477>oii) 

per cui, essendo 0« > i r ed 

si ha 

fl,o \ 2430196152:1100/ '** \ 20000/ tf,o 

Essendo m,o a,o e la somnu dci primi dieci termini dati, rispettivameDte, da 

0,0005 « 3768 . . . ^^-^- 1 ,085801808 . . . 
si trova cosl: 

I, 08879292 <'+-7---^ + -5^--n-+-- < 1.08879306 
per cui 6, a roeno di 0,0000001, 

,1 I , 1.3 I , 1.3.5 I , 00 . 

Per avere con calcolo diretto la stessa approssimazione si doM'ebbero addizionare 
pill di mille termini della serie posta nel primo membro. 

Un criterio per la divergenza si potrebbe avere considerando la serie 

noa qui si dovrebbe supporre divergente 

«! + «•+«!+ ••• 

e si troverebbe un noto criterio dd tig. Diai idmmU MFlMvtrsM Toscana^ 
IX, 1867, pag. 59) e del G e o occhi (^ ^^ HMm^ius^ U^, 1867). 
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ADUNANZA DEL 13 LUGLIO 1890. (Presidenta G. B. Gucci a). 

II Sboutarxo partecipa alia SocieUi die il socio non residente signer C a m i ! 1 o 
Jordjffi si h fatto inscriTere, a! sens! dell 'An. 11 dello Statuto, coitie socio perpttma^ 
versando in unica volu nella Cassa del Circolo U somrai di lire trecento. 

^aomopio o t^omiiiuOAxioiii. 

VIVANTI : AkuHi formolg relativt all'operaiioni Q. 

GIUDICB: Ftr m rtunU orHcolo del tig. Fount. 

II sig. F o u r e t, in un recente articolo {SouveUes Annales de Matb,^ 1890^ IfaQ 
conclude che si equivalgono i criterii di convergenza per le serie a termini positivi 

fixniti dtHe espressioni )/«7 -rr^ (pag. 222-22 3). Ci6 non b del tu«o vero ed 6 

specialmente inesatta I'affermazione (pag. 223) « Cctte proposition one fois ^iblie, k 
r^proque en risulteia sans demonstration. » II Prof. C e s i^ r o negli stessi NouvelUs 

Awmtdki (1888, pag. 55*59) ba fatto vedere come possa tendere ad un limite ^u^ 

anche in casi nei quali osdtla sempre — ^ e prima ancora aveva rilevata, inciden- 

talmente , la stessa cosa in questo Circolo (Rend, Ore, MaUm, di Palermo , 1S87, 
pag. 225-336). Confermer6 tuttavia quanto sopra ho detto con una osscrvazione moko 
semplice. 

Sia Hn il termine genefale, positlvo, di una serie per la quale sia 



iim.i!^ = iim.)/;;7=X 



e sia i^M ^ termine »»> d'una successione di intcri positivi tali da avcrsi 

*»fi>*- lim.-^ = i. 

Dividiamo in gruppi i termini della serie ponendo ncl gruppo m^^ i termini • 



Se noi, senza spostare i gruppi, pcrmutiamo arbitrariamcnte i termini di ciascun 
gruppo ed indichiamo con v^ il termine ^0 della nuova serie, avrenio 

n n 

lim. |/viJ~= lim. \/u^z= X 



«. 



mentre, nioUo probabilmente , non tenderd ad un limite '*^' • 
Se, p. es., nella lerie geometrica 

si formano gruppi di uno, due, tre, ecc, termini e poi si scrivono i termini d'ogni 
gmppo in modo che i! primo, I'ultimo/ il secondo, il penultimo, ecc., divengano, ri- 
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spettivamente primo, secondo, terzo, quarto, ecc, termine, si ottiene la serie . 

Indicando con v„ il termine ««»» di questa serie e con u^ quello della precedentc, 
cosicch6 sard u„ = ^* , si ha , per — < m ^ , 

m n-aX:n(i»-i) 

dove X e [A sono numeri presl convenienteniente nella successione i 2 ,, , n. Si 
ha quindi: 

Urn, J/v^= lim. yii^= lim, ""j^ = q 
mentre -^^^ tende ad ognuno degli infiniti numeri 

Vta 



q q* q^ q^ 



• • m 



I I I I 

7 ^* ?' 9* 

ADUNANZA DEL 27 LUGLIO 1890. (President G. B. Gucci a). 

li Presidente annuncia, con rammarico, alia SocictJi, chc la sera del 1 5 corrente 
mese cessava di vivere , in Palermo , il Socio residente sig. Salvatore Cotii- 
gliaro. 

AlBui intemi. 



ADUNANZA DEL 10 AGOSTO 1890. (Presidenza M. L. Albeggiani). 
Memorie e CSomanicasioni. 

CERTO : Teorema sugli angoU di tin poligono convesso. 

€ In ogm poligono pkno convesso vi sono sewpre m angoH interni consecntivi la cid 
somma sia maggiore di m angoU relti : iccttlitato il triangolo; ed ecceiluah il paralleh^ 
grammo, i# m = 2, owero il qitadralo, ^ m = 3 , ovvero il quadrilatero, in generale 
U Iff = 4 «. 

lofitti, indicando con a, , a, , ... a^ gli angoli del poligono e con p un angolo 
retto, se fosse semprc 

(0 *i + a*+i + . . . + ^i+m^i ^ wp (j = I, 2, . . . «), 

sommando queste n relazioni si otterrebbe 



n 



P 
I 
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e'qutndi 

n ^ 
(2) yjLiZ^Hf. 

Ma b noto che 

n 

^ai = (2ii-4)p; 

I 

donde, suppoaendo if > 4, 

(5) To, > lip. 

La necessiti della esistenxa di una o pid delle relazioni (i), neinpotesi(fiK>4t 
risulta dunque dalla cootradizione della (a) e della (3). 
I casi diii = 3 ediif = 4si esaminano a parte. 



ADUNANZA DEL 24 AGOSTO 1890. (Prcsidenxa M. L. A Ibcggiani). 
Memorie e Gomonioasioiii. 

ALAGNA : Intomo ad alcuni casi di muWpUciUL ddh radici ddFequa^u ioi' 
tavo ordine, 

CERTO : Intomo ad una dimestra^ione di un teorema sugli angploidi, 

Nel caso pirticolare che sia m ^ 2, il teorema coraunicito nell* Adunanxa pc^ 
cedente d assicura che « la un qualunque poligono convesso (tranne il triangolo e 
« il parallelogrammo) non pu6 mancare una coppia di lati consecutivi ad uno stesso 
« lato y tali che il punto d'incontro delle loro rette sia da quella banda della retu 
« del terzo lato dove non k il poligono ». 

Questa propriety, se ben si considera, h implicitamente supposta nella dimostn- 
zione diretta, che in quasi tutt'i trattati moderni di Geometria elementare (p. es. in 
quelli di A m i o t, di S a n n ia e d'O v i d i o, di F a i f o f e r, di D e P a o I i s, etc) 
si k sostituita all'altra che si trova in Euclide e in Legendre, del caso geo^ 
rale del teorema : In ogni angoloide convesso la somma delle f icce h minore di quit* 
tro angoli rettL 

Del resto quella dimostrazione pu6 essere completata anche soltanto coU'ag^oih 
gere che , determinata la retta intersezione dei piani cui appartengono le due beat 
contiguc a uni f iccia qualunque dell'angoloide dato, bisogna scegliere quelle ddle doe 
direzione della retta, uscenti dil vertice, la quale, rispetto al piano cui appartiene U 
terza facci^i, sta da quella banda ove non si trova Tangoloide. 

La direzione scelta, e soltanto essa, sostituita agli spigoli che terminano la tern 
faccia , darii il nuovo angoloide con una faccia di nieno del dato e colle proprieti 
necessarie alia dimostrazione della quale parliamo. 

G. B. G. M. L. A. 
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INl'ORNO AD ALCUNI CASI DI MULTIPUCITA DELLE RADICI 



DELL*EQUAZIONE D'OTTAVO ORDINE; 



NoU di Rosario Alagna, in Palermo. 



AdaoAnu d«l 14 ftgotto 1890. 



Nei Rendiconti di questo Circolo (*) il prof. M a i s a n o ha dato 
le relazioni fra gPinvariatiti d'una fonna d'8° ordine con un elemento 
triple e Tespressione del discriminante delta forma generate di 8° ordine. 
In una mia nota pubblicata negli stessi Rendiconti (^) si trovano le 
relazioni fra grinvarianti di una forma dell'8^ ordine con quattro ele- 
mend doppii. Continuando queste riccrche, mi propongo di considerare 
i casi in cui la forma ha : 

i^ Un punto triplo e uno doppio 3^ Due punti tripli 

2^ Un punto triplo e due doppii 4'' Due punti tripli e uno doppio. 

Crediamo conveniente di supporre la forma scomposta nel pro- 
dotto del quadrato d'una forma quadradca 9 per una forma biquadra- 
dca X c cominciare dalle stabilire alcune relazioni fra grinvariand simul- 
tand di f e X* 



O Tomo IV, pag. x-8. 
(^ Tomo IV, pag. a$-29. 
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§1. 

Sia 

9 == a* =: a^* =z la forma quadratica 

e 

X = yJ = Y^* = la forma biquadratica. 

Delle 1 8 forme che costituiscono il sistema simultaneo completo 
di 9 e X oon inipicgheremo noi nostri calcoll che le seguenti : 

9, X, i) = (ococ'y ; i=Qn'yi / = (t^^ ^ = («Y)'(«'y)* ; 
B = (otfl)*(«'^* ; i* = (»y)'y:; v = (ai;o'^j ^=(Yr'yY:rr. 

Neir opera del C 1 e b s c h (*) sono dimostrate le relazioni seguenti : 

(iH.'y = B + lDi (I) 

(vv'y = i ^/ _ _L B,- + _L. DJ*. (3) 

^ •' 3 ' 2.3 2.3 ^-^ 

Giusta una formula del Go r dan, si ha : 

dalle quali si ricava 

(fLyyf^=:w + ji<f (4) 

(^H)'Hl = ^iiL + lj<f (s) 

(vH)»ff: = i;> _ ^ ,v + ^ ?9. (6) 



(*) Tbeorii der binilren algehraisclan FormeUf pag. 215. 
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Foocndo 



iu 



p:pl = Ki'--^Wn»yYi 



ode per la (i) 



(l*%9y = ^t.-iB9-^i)»9. (7) 
In egiud modo si trovano le relazioni 

(9v,9)»=iDv + ^U9 (8) 

(?• . ?y = I ^?. (9) 

Facendo le 2« sovrapposizioni di ^x ^ ?V ^P^^ ?» P* ^ X *' '^* 
r la (4) 



111 • I ( < 



SI mnra 






(i8) 
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Per le (i), (2) e (4) si ottiene 

i9\¥■y=^^Ai9'+ i^'- ^i»Kt+ l^fv- A 
G serviraano ifidhre le relkzioni 

(:f\fLy = A*-lD(B+lDi) 
e lb altre 

(p^v, 97 = AB—^,ADi - -\ £P/ ( (20) 

Si potrebbe infine dimostrare la seguente relaziooe 

^X - ^ ^V - 2?v - f^* + DHs o (21) 

(lella quale faremo uso in seguito. 



(19) 
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Le relazioni trovate si prestano al calcok) det cov^^rUliti e ipva- 
rianti della forma fondamentale / in funzione dei covarianti e invariant! 
simultanei di <p e x* 

Ponendo infatti 

per polarizzazioni successive si ottiene 
Da quest'ultima per la (4) si ha 

("T)'^.=il!7 ^it + i^jTy **" - s-7 "' + TT»- 5i| «* <"^ 

e da quesu facendo uso delle (7), (8) e (9) si ric#va 

(aYy(««)V. = i 5? + j- Di<f + -L-^^ + i Dv. (23) 



La (a) d di 



(a«ya* = iZ)9x+^?V (14) 



donde per le (10) e (13) 



(a«y(a«')V. = i D»x + j^l^ ^?' + I 2>?|* (2j) 



e da questa^ ^cendo uso delle (16) e (17) 
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La (24) per le (11) e (14) ci di 



iaay(a^Lyai = lDAx + j^ Dif + J- B^« + J- A^^m. 



2 ^ I 



+ -Z)?v-^Z),t* Cay) 

Calcolo di *. — Dalla (a) per le (22) , (23) , (26) e (27) si 
ricava 

*=i^»M-7*^^+83 Z>ip*+2.5*Bp*-2.5 ^9jx+2*Z>?v+ 

la quale, &cendo uso della (21), pu6 scriversi 

i=-ri-,[-2.3'Z)^X + 7'^^* + 2.3.55?* -2.3-^^^ + 2.3'/y4 ffl 

a .3.7 

Calcolo di g. — La (24) per le (12) e (15) ci di 
(«c)XtfY)*<Y>=K- 5^^X+ i:j:^ V+ ^?v+ J-^«+ ^Dfl). (a8) 
bidtre dalla (a) » ricava 

(fl(t)*flj = -1- ^9x — 5^^I*X + ^?' + ~- ?*^ — y ?!*'• (30) 

Dalla (^) mediante le tre relazioni precedent! e le (2 1) , (22), (24), 
(25) si otdene 

Gaxx)Lo DI m. — Dalla (30) si ricava per le (11) e (18) 

_iB|.,_il^|,'+-L^Ca (11) 

3-7 S-7 J 
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Dalla (b) inoltre si ha per la (;) 

Facendo la 4* sovrapposizione di / sopra k^ le (22), (25), (27), 
31) e (32) ci d^nno 

— i— ^[(3\43^'^ + ?.i3*5Z)' + 7.37^'OX + 

— 2.3.i09D*{tv — 2.3'.7.yiD(t' + 3.J.47^^-^- (HI) 
Calcou) di J^. — Dalla (25) si ha immediatamente 

A=— ?-^'+ — BD+^D'i. (IV) 

■'» 2.5.7 7 3-7 

Calcolo di 7j' — Le (22), (25), (27) ci foraiscono le relazioni 

(f, 9yy=^^A' + ^ABD + A-^AD-i+J-^D'i 
(f,',-Hy=^AB+l^ADi +1-0-1 



^•5-7 3-5 3-7 



er le quali dalla (II) si ricava 



Calcolo di /^. — Facendo la 4* sovrapposizione di k sopra si 
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stessa, si ha per le (19) e per la teoria delle forme biqaadiatkhe 

74= -r^4 A* + ~}^ A'BD + -A-, A'D'i + -\^^ D*t^ 
2\3.7* 2'-3.7 2 -S- 7* 3 -3 -7 

+ liiil £.£,. ^ 4J89 5£,, . _ 2:3 ^£,j • (VI) 

3.7* 2*.3*.7* 7 

Calcolo di /j. — Dalle (I) e (HI) per le (20) si ottiene infinc 

J, = -,-?—, A^ — -,--, ^'5i) + — ii— , ^' IP,- il-5 i<FZ)'+ 

' 2*5.7' 2'.5.7* ^ 2*.3.5.7' 2.5.7' 

+ ^BD*j + ^,D'ji. (vn) 

•3.7 2.3 .7 

Sc noi supponiamo riferita la / ai suoi dementi doppii, ponendo 
9 = 2x^x^ si ha D = — 2 e i valori degl' invarianti potranno piii scm- 
plicemcntc scriversi 

/. = — ^ A' — —B+^i (IV') 

2.5.7 7 3.7 ^ 

A = —^-'s A' ^— A J, - ^ AB+ —I- Ai — ^j (V) 

^ 2.J.7' 2.5.7 S-7 7 yj / V / 

* 2\3.7* 2'.3.7* 2.3.7^ 7' ' 

+ ^!:H1 B* + ?^5iiii ,•» - ^44^ B,- (W) 

3-7* 3'-7* 3.7' 

"'5 2'.5.7' ^2».5.7* 3-5-7' 3-5-7* S-7' 

+ 4?.;! ^ ,^ _ M7 ^ 5, + 21.^ 5y _ ^5:193 ,-,. (VH') 
3*7 7 3-7 3 •/ 

§3. 

Le espressioni precedenti di /, , /^ , 7^ , J^ si prestano alia ricerca 
delle condizioni richicste. Cominceremo pertanto dal 

I** CaSO — Un PUNTO TRIPLO E UNO DOPPIO. 

Poichi abbiamo supposto /=z 9*x» ^^^^ ^^ forma fondamentale un 
punto triple e uno doppio se la ^ ha un punto comune con 9. 
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Dcv'esscrc pertanto eguale a zero la lisultante di 9 e x> cio6 (*) 

owcro, essendo 2) = — 2, 

}A'+2\}B + 2U = o. (35) 

Da questa relazione c dalle (IV'), (V') si ottcngono linearmente 
i valori di £, i , / in fiinzione di ^ , J^, J^; cosicchi sosdtuendo que- 
sti valori in quelli di J^ ed /^ si ottcngono le due equazioni di con- 
dizione 

2\3^J'-2.3'.5\7/,^' + 2.3».s'.77,.^*+5'.7'-i95M-2'.3'.j'-7V'=o 
dalle quali eliminando la ^ si trova 
II3*.S89T - 2'.3.5.7*.589*.439)7/;/4 + 2*. $ -7' -11610707 17 f^P^ 
- 2*.3\5.7'.540942869;j;,/, + 2*.3'-J-7*.589.ii9866i/*;: 
- 2\)\sY.ii.so}6i73Jlrj, + 2*.3*.5.7*.239567/^/; 
+ 2».3.j*.7'.548o6243/J/; + 2'.3^5».7'.ii. 8831 /♦/,/,/, 
- 2'.3'.5.7*.ioios43/J/: - 2'.3^5*.7*-68i2i7/,V;7, 
+ 2*.3>.s\7«.68200i;:/»;j - 2-'.3W 7*'i49 nJJi 
- 2'.3*.s'.7'".739i ;:/t/4 + 2'.3*.S*.7'.893 JIJU\ 

- 2'.3'.5-7'.i4887/:/,/:/s + 2■^3^s^7^II.I3 J*j: 

+ 2'.3.s'.7".i93/./t + 2'.3*.S*.7".ro9 ;./;/,/, 
- a".3'.S*.7".323A/;/: + 2^''-l*-i'.f\ii.JJJ\ + 2'».3*.5*.7'VJJ/; 

-2*.3'.s».7'*./,7s + 2*.3'.5'.7"/j;:-a*.3'.5*.7"/;;,/; 

+ 2•^3^5^7"./,;:/, - 2".3'.7'v: - 2*.3".j'-7"/; = o. (^) 



(•) V. Ciebsch, op. cit pjg. 216. 
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Questa relazione del 20® grado nei coefficient! di / non pu6 alte- 
rare le relazioni di grado inferiore che debbono insieme ad essa coesi- 
stere nel caso di cui ci occupiamo; e per6 le 5 relazioni del prof. M a i s a n o 
per un elemento triplo sussistono anche nel caso presente senza aicuna 
modificazione. 

2^ Caso — Un punto triplo e due dopph. 

Perch^ la / abbia un punto triplo e due doppii , basta che la x 
abbia un punto triplo, che sia cio^ 

1 = 0, / = 0. 
Ricavando pertanto dalla (IV') il valorc di B in fiinzione di A* e J^q 
sostituendo nelle (V), (VI'), (VIP) si trovano le relazioni 

3»^'-3*.5.7/..^-2.5*-7'/, = o 

3.»7i<*— 2.3*.s.7.ir;,.^*— 2*.3.5».77,.^+2'.5*.7."3/*.— 2^3.S^774=o 
3M' - %\i\s\ih.A'-2\i\sWJ,A^-i\$\fJ\.A 

+ 2*.3*.s'.7Vj— 2.5».7'.i93/J,= o 
le quali per la eliminazione delia A ci forniscono le condizioni 

+ 2'.sWJJJ,-i*-i''S-7'rj, + 2».3».7*/,y: = o. (C> 

Di esse la (B) esprime la condizione che bisogna aggiungere a quelle 
del caso precedente perch^ la forma / abbia un punto triplo e due dop- 
pii, e poichi essa ^ del 12'' grado nei coefficiently non altera le con- 
dizioni trovate per il punto triplo, ma riduce dal 20^ grado aIPii° quella 
trovata nel caso precedente. La relazione (^A) del 1° caso assume dun- 
que nel caso presente la forma espressa dalla (Q. 
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3® Caso — Dub punti tripu. 

Supponendo la / riferita a quest! punti, si pu6 porre 

e per6 

Si ha pertanto 
^ = 2*fl,; 5 = y(2fl,tf, — 30^); i = 2(-4tf,tf, + 3O; 

y = 2.3(2tf,tf,tf, — 1^); 

dalle quali si ricava 

— — y == ^' + 2\3^B + 2^ At. 

E poichi deve anche essere nulla la risultante di f e x » ^> P^ 
scrivere 

Questa relazione, la (33) e b (TV) ci diooo modo di etprimere 
lineannente i valori di B , i , j in funzione di A e /,; coticchb le 
(V'), (VI'), (VnO diventano 

2.3'^ -3«.5.7/,^ + 2.5*.7'/, = o 
,2.37.^ — 2*.3*.5-7V,^ + 5.589 /J - 2''3S7'h'=o 
2.3».7/,^* — 2.i\r*A + 5.7.221;,;,— 2*.3*.5.77,« 
dalle quali, diminando b ^, si ottengono le rdazioni 

i/.589j;-»*.3*.7*.i7'-389/l/4-2'.3'.5.7'.i65/'J: + »*'jV.jr<7/:/; 
+ 2'.3*.5.7V.;;/, + **.5.5*.7'/; - a".3*.7*r, = « ('^ 

5*.24oi ;♦.;, - 3*7.289;:;, - 2\i.s\frj,h - a-JJ v/. /; 

+ ^wfjjjs - *v-7*/,/: + i'}'S'frjt = »• f/o 

Di queste la (D) rappresenta la condizione caratterintica di du« piinU 
tripli e la (£) rappresenta la relazione alb quale ti riduce U (>^) per 
effetto della (D). Anche nel presence caso toHkumo Hnu iktffiA ftiodi « 
ficazione le 5 rdazioni dd panto triplo. 

Rmd. Ore Maim^ t IV, pane i/'-Suoipatoa fS Okembrc 1I90, |l 



4*" Caso -r- Din^ PMMH 19UV(U $ hmo doppio. 
PoDendo, come nd caso prcooienfie 

la / avii due punti tripli e uno dpppio se sari eguale a zero il discri- 
minante detla forma quadratica dikisa fra parentesi, se si ha cioi 

Siriqujipdi 
e le (IV'X (V'), (VT), (VH') divcntano 

2\3\7* Jy A ^ 1093 Jl+2\3.fJ^=o 
2-3* PuA -r. 5.7-277/,/, -♦- 2'-3*-5-7V5 = o 
4|U» ^H»U tU piw t) ^ ia <<<, si ottepgoao ie reUnJMi 

3./J-5.7'/; = o (/O 

5'.37 /: — *'-3-7 V4 = o (6) 

yV./,-2'.3^7/, = o. (fl) 

La (P) & l*equaztone caratteristica del caso che si considera , la 
quale osflidp d«l <" gRid(> tfasfoima le (/}) cd (£) def c«t9 piece- 
dente nelle (G) ed (H). Le 5 reU^iQpi trovatj; ml Caw i^ CRi In / 
ha un punb) triplo debbono sussistere ancbe nd caso presente, ma esse 
viffBtin r<se pi& cpo^iei »d assiimooo la ixsiia 

f'.^/,"a*,3'-7VfW'e 

5 '• 197 /I + ?'|'7' Ji ^ «> JC^ 

5113,9701/^ rrr ••^3♦.7«/,.■:<^ 

Ro«ARlO Al,AQXA. 
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EXTRATTS D'UNE LETTRE ADRESSfiE A M. G.-B. 



ptr M. Max lloether, k Erlaageiii 



4tA 9) aoTMBbra ttfo. 



Au sujet de la controverse de M. Humbert ct de M. Castel- 
nuovo (*) je vois plus clairement i prfaent: au fond il n'y a ffOi rfl 
cantradictUn mtn Im assertims dt M. Humbert et edits dcM. Casttl* 
nuovo. M. Humbert a raison de dire qu'il pcut exprimcr lc« coor- 
donn^ de ses surfaces comme fonctions univoques, Ajchitennci ^ clo 
deux paramitres; mais, i^ciproquement, ces param6trci sont-ili de« func- 
tions univoques des coordonnte de la surface en ghtirfllf 

Par 1^ la controverse est amen^ k la d^'finition du nwl a en niwk * 
ral »I Si Ton part d'une surface assez g^^*rale— comme p. ex, U ftUl*^ 
dec du 3»« ofdre— Ics representations sont f pto'alei, U reversion iiVnt 
pas univoque, M. Castelnuovo a raison. Si Von part d'iin« r«pr6- 
senution g6n6rale, la reversion est univoqoe, la surface d«vt#m ^)tcMh 
et M. Humbert a raison! 



O Ccs Readicotiii, t. HI, p. ^JT-^fit U IV, p, $r7h l^lh »#!'•»*• 
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Addition d la Note : cc Les combinaisons caracUrisliqmi 
dans la transformation d'un point singulier » (ces Rendicanti, 
tome IV, p. 8^'ioSy 

Est-ce quo cela vous in'.eresse de voir votre formule pour le noin- 
bre des constantes absorbies, par une singularite donnie d'une courbe pla- 
ne, un peu plus dcveloppie ? 

Si C est le nombre de ces conditions lincaires, / le n ombre des 
intersections, aupris du point singulier, de deux courbes quelcooques 
auxquelles sont impos^es les mdmes conditions lin&iires , E I'abaisse- 
ment du genre produic par la singularity ainsi difinic dans toute courbe 
algibrique, votre formule est (*): 

C=/— £. 

Elle se prdte immiJiatement i Tintroduction des nombres carac- 
tiristiques de Smith et de H alp hen. D'apris le § V de ma Note 
c Lis combinaisons caraciiristiqucs, etc. » (ces Rendiconti, t. IV^ p. 89} , 
on a, pour une seule branche (cycle), avec les combinaisons caracti- 
ristiques 

c'est-ii-dire pour la branche : 

jr,==xAo[jcA7]-|-X Ao [^jcAoJ-}....-|-X Ao [jc Ao ]-f x Ao [x^ 



dans votre formule: 

£'.=-K\-0+T<^o-0+T«.(^.-0+ •.. +7«A-0. 

et par consequent 

C.=i.(A,-l) + Xf«<(^+ 0+*.- 



(*) Compiu Rtiidus, t. GUI, 4 octobre 1S86. 
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Id on suppose que les coefficients des termes qui difinissent la 
singularity de la brancbe, 

de x^o jusqu'^ x Ao , 

soient donnis^ et que les coefficients de ifc, termes, cons6cuti& k ce der- 
nier, soient aussi dontUs (Jt, ^: o). Ce dernier cas a lieu, si la singu- 
larity contient encore une autre branche y^ , dont la s6rie commence 
par les tnimes termes que y^ , inclusivcment les k^ termes qui suivent la 
puissance 

X Ao ; 

car tons ces termes modifient le nombre des points d 'intersection des deux 
branches. 

Que Ton forme ces nombres /y , £y pour toutes les branches dif- 
ftrentes de la singularity (/ = i , 2 , . . .), et soit S le nombre total 
des points d'interscction de ces branches diff^rentes, prises deux-i-deux; 
Ton aura 

i 
par consequent 

Le calcul du nombre 5 se trouve chez Halphen, ou dans ma 
Note citfee^ § V. 

Si les coefficients de quelques-uns des termes des series, ici sup- 
pose donn6s, sont laissis indifinis— «tout en laissant subsister les con- 
ditions d'^aliti de termes de diff6rentes branches qui d^finissent la sin- 
gularity — il £iut simplement soustraire de C le nombre de ces coeffi- 
cients inditermin^s. 



Erlangen, 18 novembre 1890. 



M. Noether. 
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Nuovi soa (1890). 

[FmU VBcon gcnenle pp. XI-XXIV M pccKnte voloni^. 



RESIDENT I. 

1890, aa giugno. iMomm Giuseppe, conte di Manarino.—Fia Maequada^ p^^ 
1890, a3 mano. Bfooroj di Formosa GtovaQoi.— Ha aOcro , ftils^o Formm, 

KOK RBSIDEKTL 



1890, a3 marzo. 



1890, 9 

1890, 8 giugno 



1890, 23 
1890, 8 



1890, 14 



1890, 13 aprile. 



Andr6 D^ir^ , gii allievo della Scuola Norraale superiote £ 
Parigi, aggregate deU'Universiti, dottore in Sdeme mne- 
maticbe , membro onorario e gi4 presidente della Sodeti 
Filom uica di Parigi, membro e gi^ presidente deHa Sodeti 
Matematica di Francis; prof, di matematiche spedali ndli 
scuola 5* Bsrbi e nel coHegio Stanislas, — 17 , rm G^ 
Lussac — Paris, 
ncvembre. Bettaszi Rodolfo, dott )re in Materaatic 1 , prot nel R. Liceo 

Galilei di Ptaa. ~ Pisa. 

Delitala Giuseppe, ingegnere, prof, di Geometria pratica od 
R. Istituto Tecnico di Sassari. — Sassari (Sjrd^gna), 

Macrl Vinccnto, ingegnere. — CastelUrmini (Sicilian 

Mukhopftihyfty Asutosh, membro della Societi Mitemitici 
di Francii, prof, di Matem uica a Calcutta.— 77, l?itfia IJfl*^ 
Norib^ Bhowanipore — Calcuttj, 
dicembre. Pemiaoohietti Giovanni, dottore in Matematica » prot straord. 

di Meccaoica raxionale nella R. University dk Catania. - 
Caiania. 

Ploard fimile, membro dell'Istituto di Francia (Accademia deite 
Scienze, sezione di Geometria) , membro e gii presidente 
della SocietA Matematica di Francia, dottore in Scienze ma- 
tematiche; professore alia Facoltii delle Scienze di Parigu— 
J, rue (U la Sorhomu -^ Paris, 



mirxo. 
giugno 
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1890, 23 marzo. Poinoai^ Henri, memlrrodell'IsiitutodiFraQdj(Accadeiniadene 

Scienze, sezione di Geometria), socio straniero della R. Ac- 
cademia dei Lincei, membro e gi4 presidente della Societii 
Matematica di Francia, membro dell'Associariooe Francese 
pel progresso delle Scienze, etc.; presidente della Commis- 
sione permanente internazionale pel Repertorlo bibliografico 
delle Scienze matematiche; giii allievo delia Scuola Politecnicj, 
dottore in Scienze mitematiche; ingegnere delle Mine; pro- 
fessore di Fisica matematica alia Facoltii delle Scienze di 
Parigi, ripetitore alia Scuola Politecnica di Parigi. — 6], Ems 
Ciaitde-Bemard — Paris. 



SOCI DEFUNTI. 

Gaaoraii Pro£ Comm. Felice. 
Gonigliaro Salvatort. 



SOCI DimssiovARi (a partire dal i^'getm. 1891). 

CHardina Prof. Cav. Antonino. 



RADIATI DALL'ELENCO DEI SOCI IN VIRTJ; DELL'aRT. 10 

DELLO STATUTO. 

Antonino), 



SOCI PERPETUI.' 
Gnccia, G.-B.~Hambert, G.— Jordan, C. 



STATO DELLA SOCIETA AL I^ GEKNAJO 1891. 

Sod residemi 1 n^ 51. 

Soci non resideoti dimoranti in Italia d° 80. 

Sod non residenti dimoranti all'Estero n^* 18. 

Toule n® 149. 
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ERRATA-CORRIGE 

rdadva alia Memoria del prof. M. Gebbia «Su certe fanziont poteoziali di 
masse, etc. », pp. 217-252. 
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niera, il quale comprenJe : 

nelU rubrica pubblicasioni periodiche, il sommario degii aiticoli di ntt* 
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nella rubrica pabbUcasioni non periodiche, Telenco delle opere, memorie, 
note, etc. di Matemadca, che pen'engono in dono alia iHblioteca dd Circolo. 



Gli Autori, gli Editor! e le Direzioni di Accademie, Societii e Perio<fid sdeoiifidi 
sono pregati di dirigere le pubblicjzioni all'indirizzo : 

Circolo Matematico — Via Ruggiero Settimo, 28 — Palermo. 
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BIBLIOTECA MATEMATICA. 



PUBBLICAZIONI NON PERIODIGHE 



Vir ELENCO : lugUo-dicembre 1889. 



[Fedi gli Elenchi precedent! : t. UF, p. 34-41 e retro]. 



Amodeo, F. (Napoli). [f^edi t. Ill, p. 34]. Lezioni sulle omografie binarie, dettate 

nel corso di Geomctria Proiettiva. Napoli, 1889. 
Beltrami, E. (Pavia). [Fedi t. Ill, p. 34]. Considerazioni idrodinamiche. Rend. 1st. 

Lomhardo, XXII, , 1889. 

— Sul principio di H u y g e n s. Rend, 1st, Lomhardo, XXIIj , 1889. 

— SuH'estcnzione del principio di D'Alembert aU'elettrodinamica. Rend. Ace. 
Littceif V, 1° sem., 16 giugno 1889. 

— Sulla funzione potenziale della circonferenza. Rend. Circ. Matem.y III, 1889. 
Gastelnuovo , G. (Torino). [Vedi t. Ill , p. 34]. Numero degli spazii che segano 

pill rette in uno spizio ad n dirnensioni. Reni. Ace. Lincei, V, 2® sera., 4 ago- 
sto 1889. 

— Su certi gruppi associati di punti. Remi. Circ. Matem.y lU, 1889. 

— Numero delle involuzioni r.izionali giacenii sopra una curva di dato genere. 
Rend. Ace. Lincei, V, 2° sem., i settembre 1889. 

Glasen, B.-I. (Luxembourg). Sur une nouvellc mcthode de resolution des Equations 
lineaireset sur rapplication de ceite mcthodc an calcul des determinants. Annates 
de la Soci&t^ scientifiqiie de Bruxelhs, i2« annie 1887- 1888. 

Del Pezzo, P. (Napoli). [Fedi t. Ill, p. 35]. Sui sistemi di curve e di superfidc. 
Rend. Circ. Matem., IH, 1889. 

Del Re, A. (Napoli). [f^edi t. Ill, p. 35]. Sulle reciprociti birazionali nulle del piano. 
Rend. Ace. Napoli, aprile, 1889. 
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-» G>Qoessi ed altre (igure covarianti e contra varimti di im dato connesso £piMii 
e di rctte. Nipoli, 1889. 

— n connesso Uneo-lineare e le superficie polari congiunte rispetto ad esso e il 
una superficie algebrica fondamentile. Napoli, 1889. 

D'Ovidio, E. (Torino), [^edt t. Ill, p. 35]. Uno sguardo alle origini ed aDo svi- 
luppo della Matematici pura. Discorso Ictto il 4 NoTeml>rt 1S89, io oonnoiK 
delli soleane apcrtura degli studi nella R. Universitii di Torino. Torino^ 1889. 

Forsyth, A. R. (Cambridge). [IWi t. Ill, p. 36]. Systems of temariams diat at 
algebraically complete. American Journal of MathemaHcs^ XII, 1889. 

— Systems of Quatemariants that are algebraically complete. Cambriigi Wk* 
sopf). Society's Transactions, XIV, 1889. 

Oerbaldi . F. (Palermo). [P'edi t. Ill , p. 36]. Sul sistenu di due conldie. JimuM 

di Matem., XVII, , 1889. 
Ghicoia, G. B. (Palermo). [Fedi t. Ill, p. 36]. Liste des travaux matfatoutiques de 

Georges-Henri Halphen. Rend. Circ. Matem., Ill, 1889. 
— - Sulle singolarit^ composte delle curve algebriche piane. (Nota I^). Ibid,^ III, 1889. 
*- Sopra un recentc lavoro concernente la riduziooe dei sistemi Iioeari di com 

algebriche plane. Ibid,, III, 1889. 
BUder, O. (Gdttingen). [t^edi t III, p. 37]. Uber den S 6 d e r b e r g*$chen Bewds 

des G a 1 i s'schen Fundamentalsatzes. Mathematiscbe AnnaJiHi XXXIV, 1889. 
Bombert, G. (Paris), [l^edi t. II, p. 53]. Sur I'orienution des syst^mes de droites. 

American Journal of Mathematics ^ X, 1888. 

— Sur Ics courbes alg6briques planes rectifubles. Journ. de Jordan^ IV^ , 1888. 

— Sur quelques propri<itcs des aires spheriqucs. Ibid,, IV^, x888. 

— Sur le thi}or6mc d*A b e 1 et quelques-unes de ses applications ii la Gtootoie. 
Ibid., V^, 1889. 

— Sur I'aire dc ccrtaines zones clUpsoidales. Comptes Rendus^ CDC, 1889. 

— Sur ccrtaines aires ellipsoidales. Ibid,^ CIX, 1889. 

— Thcorfemes concernant une classc de surfaces algibriqucs. Rend. Circ. Matem, 
III, 1889. 

— Sur unc classc de surfaces algcbriqucs. Ibid., IV, 1890. 
Lalbalettrier , G. (Paris). Trigonometric rcctiligne , suivie des principes de U 

nouvcllc G^om-w'trie du triangle. Crovilie-Morant, Paris, 1889. 
LeboD, E. (Paris). [Vedi t. III, p. 37]. Sar Ics surfaces adraettant les plans de sy- 
metric du t6tr.i6dre r^gulicr et du cube. Journal de Math, spiciales, 1889. 

— Sur Ics demonstrations de quelques propri^t^s metriques du triangle. M§ibe' 
sisy IX, 1889. 

— Traite dc Giomitrie descriptive. Delalain, Paris, 1889. 

Lemoine , E. (Paris). [Fedi t. Ill, p. 37]. Note sur deux faisceaux de trois droites. 
Journ, de Mathim, spicialeSy 1889. 

— Sur la mcsurc de la simplicitc dans les tr.icis goom6triques. Journ. de Matbem. 
lUmentaires, 1886. 

— Des systemes de coordonn^es qui dcterminent Ic plus simplement un point par 
une construction. Bulletin de la SocUti mathim . de France, XVI, 1888, 
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laibri, G. (Doni del Generale Alfonso S c a 1 i a, in Palermo) : Lettera autografa 
diGuglielmo Librial cav. colonncUo Alfonso Scalia, in data di 
Londra, i6 febbrajo 1863. 

— Un nouvel Episode de Taffaire L i b r i, ou Lettre ^ M. le directeur du Journal 
VAtbenaeum; par Achille Jubinal, membre du coniiti de la Society des Gens 
de Lettres, cx-professeur i la FaculK^ des Lettres de Montpellier. — Paris, A la 
Libroirie arch^ologique de Didron, rue Hautefeuille, 13 — 185 1, — Imprim^ par 
Hennuyer et Cie., rue Lemercier, 24, Batignolle. (8 pagine). [Due esemplari]. 

— Lettre de M, L i b r i A M. le President de I'lnstitut de France. — Londres , 
Barth&s et Lowell, Great Marlborough Street — 1850. — Imprim^ par Schulze et 
Cie., 13, Poland Street, Londres. (72 pagine). [Due esemplari]. 

— Lettre de M. Libri ^ M. Barh^lemy Saint-Hilaire, administrateur 
du College de France.— Londres, Barthfes et Lowell, Great Marlborough Street — 
1850. — Imprim6 par Schulze et Cie., 13, Poland Street, Londres. (XVI- 32 pa- 
gine). 

— BilUt de /aire part (2* Edition, avoc une note additionnelle). Londres, 14 et 20 
avril 1851.— Imprim^ par Schulze et Cie., 13, Poland Street, Londres. (4 pagine). 

— Encore une Lettre in^dite de Montaigne, accompagn^e d'une Lettre 4 
M. J u b i n a 1 , relative aux livres imprimis et manuscrits, aux autographes et aux 
divers fragmens prtxieux qui ont 6te soust raits k dif!i6 rentes ^poques de la Biblio- 
th^uc Nationale de Paris, et qui se trouvent en Angleterre; par F r. L e p c 11 e 
d e B o i s-G a 1 1 a i s , avec un fac-simile. — Londres, Barth^s et Lowell, Great 
Marlborough Street — i8$o. — Imprim6 par Schulze et Ge., 13, Poland Street, 
Londres (VIII-32 pagine). 

Longchamps, G. de (Paris), [f^edi t. Ill, p. 37]. Sur le cercle de Joachim- 
sthal. Malhesis, IX, 1889. 
•^ Coursde Math^matiques sp^ciales -Premiere Partie : Algibre. Paris, Delagra- 
ve, 1889. 

— Cours de Mathtoatiques sp6ciales —Supplement conformc au programme du 22 
mai 1885. Paris, Delagrave, 1890. 

Mayer, A. (Leipzig). [Vedi t. Ill, p. 38], Ueber die Maxima und Minima impliciter 
Functionen und die Reciprocitatsgesetze in der Theorie des gewQhnlichen Ma- 
ximums und Mini mums. Berichte der K, Sachs. GeselUchaJt der JVissenscbaftert, 
I. Juli, 1889. 

Mehmke, R. (Darmstadt). [Fedi t. Ill, p. 38]. Bin graphisches Interpolationsver- 
iahren. Zeitschr. des Vereines deutscher Ingenieure, XXXIII, 1889. 

MoniesaDO, D. (Bologna). [Fedit, III, p. 38]. Su le trasformazioni involutorie dello 
spazio, nellc quali ai piani corrispondono superficie di ordine n con una retta 
(n — 2)-pla. Rend. Ace, Lincei, V, 2° sem., i sctterabre 1889. 

Noether, M. (Erlangen). [Vedi t. II, p. 15]. Zum Fundamenulsatz aus der Theorie 
der algebraischen Functionen. Math, Annalen, XXXrV^, 1889. 

— Zur Theorie der Bcruhrungscurven der ebenen Curve vicrtcr Ordnung. AhhandU 
dir K. Bi^ersch, Akad, der JVissensch., U. CI, XVII Bd., I. Abth., 1889. 
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Ooagne, IL (d') et Neuberg. [P^eJi t. Ill, p. 39]. Remarques sur une transfionia- 

tion biquadratic ue. Mthn, de la SocUU rcyale dts sciences de U^gt, XVIj , 1889. 
Pascal . E. (Napoli). \l'edi t. II , p. 60]. Zur Theorie der imgeraden AbeFidn 

Sigmafunctioncn dreier Argutncnte. Goiting. Sachricbt, n. 1$, 1889. 
Peano. G. (Torino). [Vedi t. Ill, p. 59]. Sur les Wronskieos. Eztnit (finie Lettie 

\ M. P. Mansion. Mathesis, t. IX, 1839. 
Pincherle, S. (Bologna), \redi t. in, p. 39]. Di una estensione deU'dgoritmo ddk 

frazioni continue. Rend, 1st, Lomhardo^ XXII2 , 1889. 
<— Su alcune forme approssimate per la rappresentazione di funzioni. MeauAec* 

Bologna^ X^ , 1889. 
Riaaato, A. (Sciacca). La trisezionc di un angolo qualunque. Sdicca, 1889. 
Sohlegel, V. (Hagcn i. AV.). Theorie der homogen zusammcDgesetiten RaumgebSde. 

Nova Acta der Ksl. Leop,- Carol. Deutscben AkademU der WatnrforsAer,^ 1889. 

— Sur le systOnic de coordonnces r^ciproque ;\ celui des coordonntes polares. 
Assoc, Frani'aise, Congrh Je Grenoble, 1885. 

— Untersuchungen uber cine Fliche drittcr Ordnung mittelst der Grassmantf 
schen Ausdebnungstheorie, 1871. 

Soboute. P. H. (Gronlngen). \reJi t. 11, p. 17]. Over Viervlakkcn door Gd^ 
kvomiigc driehoekcn bcgronsd. Koninilijkc-AkaJ, van JVetensch,, VI| . Amsta^ 
dam, 18S9. 

— Sur un tb<Jorime relatif i I'Hessiennc d'une forme bin iire. Extrait d'lmc Lettrt 
adressee A M. Guccia Rfnd. Circ, Mjtem., Ill, 1889. 

Stieltjes, T.-J. (Toulouse), [fedi t. Ill, p. 40]. Sur le dcveloppement de log F («). 

Jo urn. de Jordan, V^ , 1889. 
Teixeira, F. Gomes (Porto), [redi t. III, p. 41]. Curso de Analyse infintoiniiL 

Calculo integral (Prinicira Parte). Porto, Tvpograpliii Occidental, 1889. 
Tonelli, A. (Ronu). [J'edi t. Ill, p. 41]. Sopra un 1 clisse di equazioni dif&reoiiili 

a dcrivatc parziali di ordine m, Ren J, Ace, Linceit V, i"^ seni., 3 febbraio 1889. 

— Alcune formule relative a ccrte equazioni diflfercnziali a derivate parziali di o^ 
dine ni, lhid,y V, 1'^ scm., 7 aprilc 1889. 

Vivanti, G. (Mantova). [Vedi t. Ill, p. 41]. Un problema d'algebra. GianuB^' 
glint, XXVII, 1889. 

— Zur Theorie der mchrwerthigen Funcxionen, Scbfomilcb Zeitschr,^ XXXIV, 1889. 

— Osservazioni sui punti singolari esscnziali. Rend, Circ, MaUm,, ni» 1889. 
Volierra, Y. (Pisa), [f^edi t. III, p. 41]. Sulla intcgrazione di un sistema di eqoa* 

zioni differenziali a derivate parziali che si presenta nella teoria deUe funzioQi co* 
niugate. Rend, Circ, Mat em,,. III, 1889. 
Zeuthen, H.-G. (KiObenhavn). [Vedi t. Ill, p. 41]. Note sur les huit points i'in- 
tersection de trois surfaces du second ordre. Ada Mathematica, XII, 1889. 

— Extrait d'unc Lettre adressic a M, Guccia. Rend. Circ, Matem,, III, 1889. 
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G. Lejeune Oirioblet's Werke, 

Herausgegebea aof Veranlassung der Kdniglich Preussischen Akademie der Wis- 
sensduften von L. Kronecker — Berlin, Georg Reimer, 1889 — Ersier Band, mit 
G. Lejeune Dirichet*s Bildniss (I. Abtheilung, enthiltead die von G. L e j e u n e 
D i r i c h 1 e t selbst verdffentlichten Arbeiten) : 

I. M^moire sur rimpossibiIit6 de quelques Equations ind^termin^es du cinqui^ne 
degri. — II. M^moire sur Timpossibilitd de quelques equations ind^terminde du cin- 
quitoie degr^. — III. De formis linearibus, in quibus continentur divisores primi qua- 
rumdani formularum graduum superiorum commentatio. — IV. Recberches sur les di- 
viseurs premiers d'une cbsse de formules du quatri^me degr6. — V. Demonstrations 
nouvelles de quelques th^ortoes relatifs aux nombres. — VI. Question d 'analyse ind^** 
termini.— VII. Note sur les int6gra1es d^dnies. — VIII. Sur la convergence des series 
trigonomdtriques qui servent ^ reprcsenter une fonction arbitraire entre des limites 
donnto. — IX. Ueber die Darstellung ganz wilikurlicher Functionen durch Sinus-und 
Cosinusreihen. — X. Solution d'une question relative h. la th^orie math^matique de 
la chileur. — XI. Dtoonstration d'une propri^td analogue d la loi de rdciprocitd qui 
eziste entre deux nombres premiers quelconques. — XIL Demonstration du th^orhne 
de F e r m a t pour Ic cas des X4*«« puissances. — XIII. Untersuchung Ober die Thco- 
rie der quadratischen Forraen. — XIV. Einigc neue Saue uber unbestimmte Gleichun" 
gen. — XV. Ueber eine neue Anwendung bestimmter Integrate auf die Summation 
endlicher oder unendlicher Reiben. — XVI. Sur I'usage des integrates defmies dans 
la sommation des s^es fmies ou infinies. — XVII. Sur les integrates Eulerietines.— 
XVIII. Ueber die Methode der kleinsten Quadrate.— XIX. Sur les series dont le terme 
general depend de deux angles, et qui servent ii exprimer des fonctions arbitraires entre 
des limites donnees. — XX. Beweis dnes Satzes uber die arithmetische Progression. — 
XXL Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische Progression, dcren crstes 
Glied und Difierenz , ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind , unendlich 
viele Primzahlen enthalt — XXII. Sur la maniere de resoudre Tequation t* — fu*s= i 
au moyen des fonctions circulaires. — XXIII. Ueber die Bestimmung asymptotischer 
Gesetze in der Zahlentheorie. — XXIV. Sur Tusage des series infmies dans la theo- 
rie des nombres. — XXV. Sur une nouveile methode pour la determination des in- 
tegrales multiples. — XXVL Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher 
Integrate. — XXVIL Ueber eine neue ^lethode zur Bestimmung vieliacher Integrale.— • 
XXVm. Rechercbes sur diverses applications de I'analyse infinitesimale k h theorie 
des nombres. — XXDL Ueber eine Eigenschaft der quadratischen Formeo.— XXX. 
Untersuchuogen uber die Theorie der complexen Zahlen. — XXXI. Untcrsuchuogeo 
flber die Theorie der complexen Zahlen. — XXXIL Recberches sur les formes qu*- 
dratiques & coefficients et i indeterminees complexes. — XXXIIL Sur h theorie des 
nombres. — XXXIV. Einige Resultate von Umersuchungen uber eine Clas se homo- 
gener Functionen des dritien tmd der hdheren Grade. — XXXV. Verallgemeificnioc 
eines Satzes aus der Lehre von dea Kettenbnichen oebst einigen Anwendoflfi 
die Theorie der Zahlen« — XXXVI. Zur Theorie der complczeo Liobcitca. 
Rmd. Grc Matm., t IV, pane 2K 
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PUBBLICAZIOm PERIODK 

COLLE QUALI IL CIRCOLO SCAMBIA I SUOI RmtUcomH, 



RendiooDtl deUa R. Accademia dallo Soienaa fia. a mat. di Hiq^ 

[Fedi t. II, pag. 21]. 

Serie n. — Vol. II (Anno XXVII, 1888) : 

BattagUni : Rapporti intorao allc Note dci signori : D c I Re (36) , Pascal (66), 
Masoni (72), Marcolongo (no), Nannei(ii8), Montetano(i8iX 
Del Re(347), Marc olongo (362), Marcolongo (418), Del Re(423). 

CapelH: Rapporto intomo alia Nota del signor Pascal (401). 

— Ricerca delle operazioni invariantive fra piCi serie di variabili permatabifi con 
ogni altra opcrazione invariantiva fra le stcsse serie (45-46). 

— Una legge di reciprocity per Ic operazioni invariantive fira due serie di varia- 
bili n^M (189-194). 

Del Re: Su ccrti sistemi di quartiche e sestichc sviluppabiliche upreseotano apro- 
posito dellc trasforniazioni lineari di una ccrta quartica gobba in $e stessa (37-45). 
-^ Le superficic polari congiunte rispetto ad un connesso di piani e di rette e 
ad una supcrdcie algebrica foudamcntalc (349-362). 

— Sui sistenii polari reali bitangcnti a sistemi polari reali dati (424*429). 
Fergola: Rapporto dei lavori compiuti dair Accademia nell'anno 1887 (5-13). 
Marcolongo : Sulla rapprescnuzionc conformc ddla Pseudosfera e sue af^licaaooi 

(111-117). 

— SuU'equilibrio di un filo ilessibilc ed incstcnsibile (363-368). 

— Sul teorema di Poisson (419-423). 

— Sulla variazionc di un integrale definito c sulla teoria delle equazioni alle deri- 
vate del priroo ordine (500-50S). 

Masoni : Su di una nuova formola proposta pel calcolo della portata nelle bocche a 

stramazzo (73-79). 
Montesano: Su la curva gobba di $** ordine e di gcnere x (i 81-188). 
Nanneii Le superficic ipcrciclichc (11 9-12 1). 
Pascal: Sopra un'applicaziooe del mctodo per csprimere una forma invariantiva £ 

una binaria cubica mcdiante quelle del sistema completo (67*72). 

— Sopra alcune forme invariantive del sistema di due binarie biquadratiche 
(402-409). 



Sitzangsberichte dar Kaiserl. Akademie der Wiaaanaoliaftan 

zu Wien.' 

(Mathcmatisch-Katurwissenschaftliche Classe) 
[Fedi t. II, pag. 75]. 

XCVII. Band — Jahrqang 1888. 



PUBBUCAZIOKI PERIODICHE. II 

VI. und VII. Heft Qum und Juli) : 

Amiseder* Ueber die lincaren Transformationen dcs tetraedralen Complexes in sich 

(627.63 s). 
Krieg V, Hochfelden : Ueber projective Beziehungen, die durch vier Gerade im Raume 

gcgeben sind (I. Mittheilung) (806^837). 
Pick : Ueber die zu einer ebenen Curve dritter Ordnung gehdrigen elliptischen Tran- 

scendenten (71 1-7 17). 

VIII. Heft (October) : 

Gegenbauer: Einige Satze ueber bestimmte Integrate (105 3-1062). 

Sucbarda : Ueber die Singularitaten einer Gattung von Ruckungsflichen vierter Ord- 
nung (1083-1100). 

Winckhrx Ueber ein Kriterium des Grdssten und Kleinsten in der Variationsrech* 
nung (1065-1082). 

IX. und. X. Heft (November und December) : 

Escberieb: Zur Theorie der zweiten Variation (1416-1441). 

Jan de Vries : Ueber die einem Vierseite harraonisch eingeschriebene Configuration 

183 (1307-1319). 
Kobn : Ueber die Beruhrungskegelschnitte und Doppeltangenten der allgemeinen Curve 

vierter Ordnung (II. Mittheilung) (i 381-1384). 
MerUtii '. Ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (1505-1522). 
Pelx : Note zur Abhandlung : « Ueber die Focalcurven desQuctelet» (141 1-141 5). 
Pucbta : Analytische Darstellung der kurzcsten Linien auf alien abwickelbaren Fla- 

chen (1269-1298). 

n Nuovo Gimento (Pisa), 

Giornale fondato per la Fisica e la Chimica da C. Matteucci e R. Piria, 
continuato per la Fisica sperimentale e matematica da £. Betti e R. Felici. 

Terza Serie — ToMo XXV (1° Semestre 1889) : 
Beltrami : Intorno ad alcuni problem! di propagazione del calore (continuaz. e fine) 
(34-40). 

— Sullc funzioni sferiche d'una variabile (i 52-161). 

— Considerazioni idrodinamiche (212-222). 

Betti'. Sopra la entropia di un sistema Newtoniano in moto stabile. Nota 1^(5-7) — 
Nou II* (7-11). 

Terza Serie -- Tomo XXVI (2° Semestre 1889) : 

Beltrami I Sul principio di Huygens (233-243). 

Dottmni: Su I'energia dnetica dd sistemi che anunettono una fiinzione potenziale e 
si conservano in moto stabile (30-37). 
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AnnaleB de la Faculty dea Sciences de Toalonae, 

POUR LES SQENCES MATH£nUTIQUES ET LES SCIENCES PHYSIQUES, 

publices par un corait<^ de redaction compos6 des professeurs de Mathisutiqaes, de 
Physique et de Chimic dc la Facultt^, sous les auspices du Ministfere de I'lnstniaioB 
Publiquc et dc la Municipjiitc Jc Toulouse, avec le coQCOurs des Coos^ib Gdi£nBi 

de la FUute-Goronne et des Hautes-Pyr^nccs. 

Tome I (An\£e 1887) : 

Andoytr : Contribution ^ la thi^oric des orbites interm6diaires (M: 1*72). 
Appelli Sur Tcquilibre d'un fil flexible et incxtensible (fii 1-5). 
Brillouini Questions d'Hydrodynamique (BibliograpbU : 1-80). 
Goursat : Sur un problCrme rclatif aux courbes i double courburc (C: l-aQ. 
Kanigs: Sur la forme des courbes A torsion constante (£: 1-8). 

— Note sur les courbes dont les tangentes font partie d'un comploe lio^aire 
(£: 9-12). 

— Sur Tcmploi dc certaincs formes quidratiques en G^omitrie {E: 13^3). 
Picard . Sur les Equations differ cnticl les linCaircs et les groupes algiftbriqaes de trio- 

sformations {A: 1-15). 

• Tome II (AxKte 1888): 

BaiUauil : Recherches compleincnuircs sur le diveloppement de la fonctioQ pefturlu- 

trice (E: 1-2 1). 
Biocbc: Sur Ics lignes asymptotiques de certaincs surfaces gauches {A: 1-7). 
Duhem: De Taimantation par influence (L: 1-138). 

— £tudc historique sur la th<^orie de I'aimantation par influence (^Bihliograpbk: 
1.40). 

Hermite : Remarqucs sur la decomposition en t^l^racnts simples des fonctions double- 
ment periodiqucs (C: 1-12). 

— Sur la transformation de Tintcgralc elliptiquc de seconic esp6ce (G: i-6). 

Kotnigs: Contributions i la thiiorie du ccrcic dans Tespace (F: 1-19). 

PainJevi : Sur les lignes singuliircs des functions analytiques (B: 1-130). 

dx 
StieUjes : Sur la transformation lin<iaire do la dilTirentielle clliptique Y/= (A': 1-26). 

Tisserand: Sur une Equation diff<^rentiellc du second ordre qui joue un r6le important 
dans la Mc^caniquc celeste (D: 1-25). 



Memorie dalla R. Accademia delle Soienxe deiriatitato di Bologna. 

[yedi t. II, pag. 21]. 

Serie quarta — ToMo VIH (Sezione delle Scienzc Fisiche e Matematiche), 1888 : 

BcUramii Intomo ad alcuiii problemi di propagazione del calorc ()5-9i). 
Daiiulli : Del moto di uu punto nuteriale libero soilecitato da una forza dirctta co- 
stontemente ad una rctu fissa (23-33). 



PUBBLICAZIOI PERIODICHE. 1$ 

incberU: Delia trasformazione di Laplace c di alcune sue applicazioni (35-53). 
tu^Xaborti : Sol modo di dedurre le equazioni generali del moto dei fiuidi e le parti- 

colari relative al moto lineare dei liquidi (3-10). 
\ccardi • Sopra un antico metodo per detemiinare il semidiaraetro della terra (17-22). 

— Saggio di una Bibliografia Euclidea (135-257). 

ufini: Di alcune propriety della rappresentazione sferica del Gauss (281-300). 
iporetti : Metodo analitico dello sviiuppo di un arco circolare in funzione trigonorae- 
trica di un altro arco, cognito il quoto delle loro tangent! trigonometriche (11-15). 

— Analisi nuova per dimostrare giusto I'usgto metodo pratico degl'immaginari e 
teoria, piu generate delPusatu, sulle relazioni fra i coefficienti delle funzioni alge- 
brico-intere ad una variabiie ed i fattori lineari, siano funzionali, siano propri delle 
equazioni (259-275), 

5erie quarta — ToMo IX (Sezione delle Scienze Fisiche e Matematiche), 1889: 
hnati : Sul lavoro di deformazione dei sistemi elastici (75-97). 
incherle: Sulla risoluzione deU'equazione funzionale 2 A^ cp(jc -|- Ov )=/(*) a coef- 
ficienti costanti (3-29). 

— Sulla risoluzione dell'equazionc funzionale lh^(^(x -\- ih) =/(Jc) a coefEcienti 
razionali (31-54). 

irondini: Sugli inviluppi di pimi e di sfere (193-235). 

aixobofd (A) : Delle supcrficie sulle quali due serie di geode^che formano un sisteraa 

coniugato (253-264). 
elaii: Ricerche sopra I'immaginario in geometria (55-73). 
uffini: Di alcune proprieti dellc coniche conjugate (155-192). 
%poretti : Secondo metodo analitico della determinazione deU'eqiiazione del tempo 

(237.241). 



Rendiconti della R. Accademia dei Lincei (Roma). 

[Vedi t. Ill, pag. 58]. 

Volume V (1889) — Secondo Semestre : 

attagUni : Rappono sul concorso ai prcmi Ministeriali per le Scienze matematiche del 

1887.88 (316.332). 
elirami : Rapporto sul concorso al prcmio Reale per la Matematica del 1887 (300-308). 
lanchi : Sulle equazioni lineari a derivate parziali del 2° ordine (35-44). 
jrtohtti : Sopra un teorema della teoria della connessione (229-234). 
rioschi: Relazionc alle LL. MM. sui lavori dell'Acc&demia e sul risultato dei coq. 

corsi ai premi Reali e Ministeriali (273-283). 
asUlnuovo : Numero degli spazi che segano piu rette in uno spazio ad n dimensioni 

(71-78). 
— Numero delle involuzioni razionali giacenti sopra una curva di date genere 

(130-133). 
avalH : Intorno alio scambio di calore tra vapore e mctallo nelle motrici monoci. 

lindrichc (357-365). 
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Ctrruti : Sulla deformizione di ud involucro sferico isotropo per dati spostanxnd dd 

pimd delie due superfide limid (189-201). 
Oiikro : Formolc fondamentali per Tanalisi intrinseca delle curve (i6$-i70). 

— Sur le pouvoir rotatoir magoitique (ao2-2o8). 

— SuIIe variazioni di volume nci corpi elastici (259-264). 

M^rcohngo: Sulla defonnaaone di una sfera omogeoea isotropa per spedali ooodi- 

sioni di limiti ()49*3$7). 
MohUsoho : Su le trasforraadoni involutorie dello spazio neUe quili ai piudoocrapOD- 

dono superikie di ordine 11 coa una retta (» — 2)-pIt (123-130). 



CSompUs Rendoa des aftanoas da I'iUadtaiia daa Soianoaa da Pick 

[Fedi t. Ill, p. 46]. 

Tome CIX (Second Semestre 1889) : 

NO 2 (8 juiUet) : 

Darhoux et Kcenigs: Sur deux appareils nouveaux de Mtoniqae (49-5 1). 
UohU: Remarque sur les transmissions 1 grande vitesse ($2- $4). 

N« 9 (26 aoCit) : 

Kctmgs : Sur les surfaces A double g6n6ration ctrculaire et sur les surfiues doublement 
enveloppto par des quadriques (364-366): 

N® 10 (a septembre) : 
Gyldin : Sur la reprtenudon analytique des perturbations des plan&tes (39$"39Q* 

N** 12 (16 septembre) : 

Callandreau: Sur les calculs de Maxwell, relatifs au mouvement d*un annetnri- 
gide autour dc Saturne (467-470). 

N° 13 (23 septembre): 

Picard : Sur la d^ermination des integrates de certaines liquations aux derivies par- 
tielles par leurs valeurs sur un contour (499-501). 

N° 14 (30 septembre) : 
Brioscbi : Sur la demidre (Communication d'H a 1 p h c n i I'Acadi^mie (520-522). 

N° 15 (7 octobre): 

LdomnUe (R) : Sur les invariants de certaines Equations diffi&rentieUes et sur kurs ap- 
plications (560-563). 
Kcfnigs : Sur les surfaces dont le ds^ pent ^tre ramen6 de plusieurs mani^res autypc 
de Liouville (565-568). 
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N° i6 (14 octobre): 
"Re^i Sur les 6l6ments lin^aires doublement harmoniques (609-611). 
Hutnbert: Sur I'aire de certaines zones ellipsofdalcs (611-615). 

N** 17 (21 octobre): 

MiUag'JJffUri Sur les invariants d'une Equation difilh'entielle lin^aire et homogtoe 

(637.639)- 
Kcadgs : Sur les sur&ces dont le' ds* est rdductible de plusieurs raaniires k la fonne 

deLiouville (639-641). 

N» 18 (28 octobre): 

Rajfy: Sur certains 6I6raents lin^aires harmoniques (661-663). 

N° 20 (11 novembrc) : 

Humhiri: Sur certaines aires ellipsoidales (734-737). 
BoJUe : Snr une nouvelle machine d calculer (737-739). 

N** 22 (25 novembre): 

Lelieuvre : Sur les lignes asymptotiques et les systhnes conjugu^s traces sur une sur- 
face (792-794). 
Quiquet : Canalisation -de la loi de M a k e h a m (794-797). 

N® 23 (2 d^cembre): 
Chaperon'. Image m^canique des ph^nom&nes thermod3rDainiques (8 $2-85 5). 

N<> 2$ (16 d^cembre): 

tT' A jlT (934*93$)* 

N** 26 (23 d^cembre) : 

d^ Ocagne : Deux thtortoes g^n^aux sur les trajeaoires et les enveloppes de points 

et de droites mobiles dans un plan (959-960). 
Pcano : Sur une formule d'approximation pour la rectification de Tellipse (960-961). 

N^ 27 (30 d^cembre) — S6mce publique annuelle : 

Allocution du president M. Her mite (991-999). 

Prix Francoeur :M.Maximilien Marie (Rapporteur : M. Bertrani) (999). 
Prix Poncelet : M. Edouard Goursat (Rapporteur : M. Bertrani) ( 1000). 
Prix Petit d'Ormoy pour les sciences mathtoiatiques :M. Paul Appell (Rap- 
porteur : M. Poincarf) (1084). 

PrOGSAMME des PXIX proposes pour les ANMiES 1890, 189I, 1892 ET 1893. 
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Journal fUr die raine and angewandie Mathematik. 

[yedi t. Ill, pag. S4l. 

Band CV (1889) : 

C^uher : Berechnung der knimmen Oberflache und des kdrperiichea Inhalts dnes Ka- 

gel-Ausschnitts zwischen zwei beliebigen, die Kugel und einander sdmddeiideD 

Ebenen (180). 
Frohimus : Ueber die Jacobischcn Function^n dreier Vaiiabdn (35-100). 
Guntber : Ueber lineare Differentialgleichungen, derea Integrale nur dnen stDguIiren 

Punkt im Endiichen besiuen uod im Unendlichen sich regular veiliahen (1-34). 
Hensel : Ueber Gattungen , welche durcb Con^position aus zwei anderen Gattungen 

cntstehen (329-344). 
Konigsbirger : Ueber eine Determinantenbeziehung in der Theorie der Diflferentialglci- 

chungen (170x79). 
Kronecker : Bemcrkuagcn uber die DarstelluDg von Reihen durch Integrale (157-159)* 

— Summirung der G a u s s schen Reihen 2" « " (267-268). 



— Bemerkungen uber die Darstcllung von Reihen durch Int^ale (Fortsetxaog 
des auf S. 157 bis 159 abgedruckten Auisatzes) (345-354). 

Lampe : Ueber cine Maximalaufgabe zur angeblichen Dreitheilung etnes Winkds voa 

Averdiick (355-356). 
JJpschiti : Untersuchung der EigenKhaften einer Gatt jng von unendlichen Rdbeo 

(127-156). 
SchUsingir : Zur Theorie der Fuchs schen Functionen (181-232). 
Scbottky : Ueber die Beziehungen zwischen den sechzehn Thetafunctionen von zwei 

Varubeln (233-249). 

— Eine algebraische Untersucliung uber Thetafunctionen von drei Argumenten 
(269-297). 

Staudc: Ueber bedingt periodische Functionen eines besclirankt veranderlichen com- 
plexen Argumentes und Anwendungen derselben auf Mechanik (298-328). 

Stern : Beweis eines L i o u v i 1 1 e schen Satzes (250-266). 

Sturm (/?.)• ^cin geometrische Untersuchungen uber algebraische Miniraalfl^icfacn 
(101-126). 

Tano : Sur quelques thdortmes de D i r i c h 1 e t (160-169). 



Journal de Maih^maiiqaes pores at appliqates (Paris). 

[P'edi t. m, pag. 51]. 

Tome V. — Ank£e 1889 : 

Appelli Sur Ics invariants de quelques Equations diff^rentiellcs (361-423). 

Caspary : Extrait d'une Lettre i M. Hcrmite (73-79). 

Duhcm : Sur un thi^orhne d'Electrodynamique. Note rectificative (53-54). 



FUBHJCASONI VWUBODKBE. I? 

Halphen : Sur la multiplication coraplcxe dans les fonctions elliptiques et, en particu- 

licr, sar la multiplication par l/ — • 23 (s-S^)- 
Humbert : Sur le th6ortoie d'A b e 1 et quelques-unes de ses applications i la G^o- 

m^trie (81-134). 
Jordan: Georges Halphen {34$-3$0« 
Kctnigs: Sur la determination g^nirale du volume engendr^ par un contour ferm^ 

gauche ou plan dans un mouveracnt quelconque (321-343). 
Picard : M&noire sur la thtorie des fonctions alg^briqucs de deux variables (i3S-3»9)* 
Slieltjes : Sur le d^veloppeinent de Texspression 

I ij* — 2 1? r [cos M cos w' cos (x — xi) -f sin u sin uf cos (y — >')] + '^ P (5 S^^S)- 
— Sur le d^veloppement de log T (a) (425-444). 
Teixeirai Sur le diveloppement des fonctions implicites (67-71). 
Lbte des travaux mathimatiques de G e o r g e s-H enri Halphen (352-359). 



Bulletin de la Soci6t6 Philoinatiqae de Paris. 

[Vedix. Ill, pag. 28J. 

HumfiME S6RIE. — Tome I (1888-1889) [Num&ros i, 2 et 3 (dernier)]. 



CSompte-Renda soasmaire des stances de la Soci6t6 Philomatiqae 

de 



Numiros 1-13 (12 Janvier- 10 aoCit 1889). 



Noavelles Annales de Math6inatiqaes. 

\Vedi t. m, p. 31]. 

Tome Vfll (1889) : 

Algfebre. 

Biehler : Sur les Equations auxquelles conduit le probl6mc de la division des arcs en 

Trigonom^trie (552-563). 
Comherousse : Sur les Equations r^dproques (27-33). 
Fouret : Sur deux determinants num^riques (82-85). 
Gut^^mer '• Note sur un point de la th^orie des series (22-27). 
— Sur certaines moyennes arithmdtiques des fonctions d'une variable complexe 

(lOI-IIl). 

Guyoii : Sur les approximations num^riques (165-186). 

Jamet : Sur la decomposition des fractions rationnelles en fractions »mples (2aS-2)2), 

Joffroy : Nouveau theor^nie sur les progressions arithm^tiques (85-88). 

Miray : Th^orie ei^roenuire des fractions, d^gagde de toute consid6raxioQ impU^iani 
soit b subdivision de I'unite abstraite, soit Tintervention des grandeurs cooo^ 
tes. — Son application i la specidcation madiemadque de ces demites (4ai<4)$X 

Picard : Sur le nombre des racines communes k plosieors Equations smmhanies ($*i ))• 
lUnd. Circ MaUm.^ L IV, parte 2*. I 
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Giotn^trie pure. 

— CoDStrtike let axes dVme ellipse doot on dofme de«z db mi tttf s co B JBy M^ 

(329-330). 
Aubiri: Sur une gte^raUsaUoo duthtortoede Pascal dooaanttteufpafaitteal^ 

droke (529^35). 
BaMtrani i Sar le dbf Uo ttuBOt d'me dcoite ($s6). 
BctirUi : Sue les polyMcet ()66-5a9). 
Coktti: Gtomtoie du compas (512-520). 
Fofire/ : Sor quelques probl^mes de Gtontoie descriptive coocenatt lea suiiiceigiD- 

ches du second degr6 (34-48). 
LifivTi : Intersection d'uoe droite et de la sur£ue r6gl£e diiinie par trob ditectdcci 

rectilignes (389*39 1). 
MamMm : Sur un d^placement particufier d*une figure de forme invariable ()o8-)a5). 
Rmtm : Demonstration du th6or6me de Pascal (307). 
Sirvals : Sur les cubiques nodales drcnlalres (197-203). 

G^om^trie analytique i deux dimensions. 

Appett : Sur les points d'intersection d'une conique (ixe avec une conique mobile pas- 
sant par deux points (48-56). 

Fabry I ^de g^omtoique d'une famille de coniques (56-76). 

Fauri : Sur le lieu des foyers des coniques qui passent par quatre points d'uo cetde 
(98-100). 

Ocagne (i*) : Une application des coordonnto parall^les (568-573). 

Ppfftfx : Tangente en on point d\roe coorbe remarquaUe (527-529). 

G^om^trie analytique d trois dimensions. 

Balitrand: Sur les cubiques gaudies (520-525). 

BiebUr : Sur les plans diam^traux dans les surfaces du second ordre (247-275). 

— Sur le plan asymptote et les cylindres asymptotes d^me forfiiee (536>54i). 

— Sur les surfaces du deuxi6me degr^ (573*$85). 

Marchand : £tude du complexe propose au Concoors g^ntol de 18S5 (122-1 37, 40t-42i). 
Pomey : Longueur des axes d'une section plane dVne qoadriqne, en eoordmmto <M> 
ques (88-98). 

Calcul diff^rentiel et integral. 

Amiguis : Equation g(hi^ale des surfiues r^glto dont la Ugne de stiictioo satbtti 

certaioes conditions (77-82). 
Andrade: Sur rinvariant difiShnentiel des (igures congmentes (150-158). 
Andradi^i Sar deux thdortoes curieux signal^ par M. Poi-ncar^ (435-440). 
Cesiiro: Sur la transformation orthotangentielle (116 119). 

— Hemarqoes sur les surfiioes gauches (445*458). 

Dolbnia : Sur i'additioQ des integrates ettiptiqaes de picmi^ f e , de ori faic et UoMtoc 
esp^ (204-213). 
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— Sor Panalogie eotre les fooctioiis elliptiques et trigonomitriques (4$9-47i)* 
Uvy (Ltfom): Note sur T^uatioa d'Eul^retdePoisson (54S-5$2). 
Pam^ : Calcul de h c^Kicit6 tieccrottatk)t» de deux (ils til^rapliiques paraII6Ies 

(S64-S67). 
Saheri (dg) : Sur les ligoes de courbure de Tellipsolde et les syst^mes orthogonaux 

du second ordre (214-228). 
Siiellfes : Sur un ptss^fe de la thtorie analytfque de It chaleur (472-478). 

Tfixeira : Sur Unt^afe f^cot(x — a)dfx (120-122). 

fFarotUiaf: Sur le d^vdoppetnent en sine des fonctions implicites (140- 145). 

Micanique. 

Asior: Potentiel d*un ellipsoide homog&ne ou compost de couches homog^nes con- 

centriques, dont la density varie d'une couche i l*autre (252-243). 
Fo9ttaneaii : Sur le probltoe de C 1 e b s c h (Thiorie de r^lasticiti des corps solides, 

8 39 A 42) (478-494). 

Uvy (Lucign): Demonstration d'une formule relative i la capitlariti (iil-li$). 
Saint-Germain (di): Lieu des points d'un solide qui partagent avec le centre de gra- 
vity Tune de ses propriihis dynamiques (1 38*140). 

Solutions de questions et sufets de composition donnds k 

divers concours. 



AMumH di Katmiuitloa pun ed applioata. 

[Ffdi t. m, p. 42]. 

ToMO XVn (1889-90) : 

Gerbaldi: Sul sistema di doe conidie (i6i-i96). 

Kliin (F) : GMisiderazioni comparative intorno a ricerche geometricbe recenti (307*343). 

Pascal : SuUo sviluppo ddic funzioni a abeliane dispari di geoere 3 (8x-ixi). 

— Sulle formole di ricorrenza per b sviluppo delle a abdiane dispari a tre argo- 
menti (197-224). 

— Sulla teoria delle funziooi 9 ipercllittiche pari e dispari di genere 3 (257-30$). 
Pirandini : Sul problema di trovare la curva di cui 6 noto il luogo dd sud centri di 

curvatora (65-79). 

— SoUe superficie di tcaslazione (225-25$)* 

Predetta: Le oroografie in unospazio ad unnumeroqualunquedi dimension! (xi 3-1 59). 
Somigliana : Sulle eqoazioni ddla dasticiti (37-64). 
VhanU: Foodamenti ddla teoria dd tipi or<finati ('*}5)' 



20 BIBUOTECA MATEMATICA. 

BCathematiaohe ond natarwissenschafUiche Mittheilongen ana den 

Sitcunsberiohten 
der K. Akademie der Wiasenaohaftan sa Berlin. 

[Fedit. ni, p. 55]. 

Jahrgakg 1889: 

Bicbs : Zur Theorie der linearen DifferentUIgleichungen (489-502). 

Helmbolt^ (von) : Ueber atraosphaerische Bewegungen (Zweite Mittheilung) (503-522). 

Kroneckir: Zur Theorie der elliptischcn Functionen (Fortsctxung) (19-29, 81-93, 

I35-XS4* 177-197. 211-219). 

— Ueber symmetrische Systemc (221-234). 

— Die DecompositioQ der Systeme von n* Grosseu und ihre Anwendung auf (fie 
Theorie der Invarianten (289-315, 411-422). 

— Ueber dne summatorische Function (581-595). 

i^rytf : Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projecdver Ebenenbuschel und collinearcr Bfio* 

del Oder lUume (551-557). 
Tkiism. Theorie der pendelartigen Schwingungen (199-210). 



BuUetin de la Soci6t6 Math6inatiqae do France. 

[Vedi t. ni, p. 29]. 

Tome XVH (1889 : 

Antomari : Sur une propri^t^ c iractcristique des lignes g^oJ^siques d*un c6ne (i 18-124). 

BirdilU : Demonstration d'.cmentaire d'un thcortme «^nonci par M. E. C a t a I a n (102). 

Biocbi: Sur les courbes dc M. Bert rand (lo^-iii). 

Catalan : Extrait d'une Lettre (205-2^6). 

Cbailan : Mouvement d'un point pesatu sur une sphere. — IX*te^nlin?tion , a I'aidc 

des conditions initiales, dcs cas o£i !e niDbilc quittc la sph6rc (112-11S). 
FroJov : figalit^s i deux degrds (69-S3). 
Goursat: Sur une propri«Jt6 des suffices niinima (102-104). 
Issaly : fitude giom^triquc sur la courbure des pscujo surfjces (84-101). 
Jtffery: Sur I'identiti des noeuds d'une courbe du quitriimc ordrc et dcs nocudsde 

ses contravariants quirtique et sextiquc (176-182). 

J<mquUr$ (A,): Note sur U sWe > — p (142-152). 

Kcenigs: Sur les lois de force centrale foncti:)n dc la distance pour laquellc tomes Us 

trajectoires sont alg6briques (153*155). 
Laisanti Sur un determinant remirquable (104-107). 
— Note sur les variations du ripport anharmDni.]uc do quitrc pjint;, doot trois 

sont fixes (169-17 1). 
Laquiire: Sur un probl^me de Geomdtrie cinimatique (167-109). 
Lmcos (Filix): Statique des polyn6nies (17-69). 
Ocagiu (d*): Sur les oombres de Bernoulli (107-109). 



PUMgJCAnOXI PEKIODiCHE. 21 

— > Sur les isom^riques d'une droite par rapport h. un systtae de droites concoa- 

rantes (171- 17 5). 
PaptUer : AppUcatkns du calcul des quatemioas i P^ude des sur£ices du second ordre 

(182-204). 
PeJkiz Sur les fooaions r^duites suivant an modu!e premier (i56>i67). 
Perrotti Sur nne propositkm empirique tooncte an Bulletin (155-156). 
Picardi Sur certaines expressions qjadniplement p^riodiques (131-142). 
Teixdrai Note sur llm^gration des 6qjati}ns aux d^riv^es partielles du second ordre 

(125-1J1). 

2Seit8chrili fitr Mathematik and PhyBik. 

[Vedi X. ni, p. 32]. 

m 

34. Jahrgakg (1889) : 
Arithmetik und Analysis. 

Dahuigk (von) : Ueber einen Beweis des Fundamenulsatzes der Algebra (i85-i88). 

Emmerich : Zur Neunerprobe (320). 

Friscbauf: Ueber Riemann's punktirt unstetige Funaion (193-198). 

Hofmatm : Ermittelung der Tragweite der Neunerprobe bei Kenntniss der subjectivea 

Geoauigkeit des Rechnenden (116-119). 
Koehler: Ueber die Form der logarithmischen Int^prale einer linearen nicbt homo- 

genen Differentialgldchuog (36-54). 
Ldska: Ueber Reihentheoreme (316-319). 
Lercb : Neuer Beweis dner K i r c h h o f f schen Formel (63-64). 
Mildner: Ueber die Bestimmung eines unendlichen Products (55*59). 
Rieke: Bin Satz aus der Zahlenlehre (190-191). 

— Ueber die Gleichung x^+y = ^^ (238-248). 

SadUcbiUx^ : Notiz zu dera Artikel « Zur Lehre von den unter unbestiramter Form 
erscheinenden Ausdrucken » (192). 

— Die etlipiischen Integrale dritter Gattung , die sich auf solche erster Gattung 
zuruckfuhren lassen (199-217). 

Scbendel : Bemerkung zu Dr . W. B r a u n's Mittheilung a Ueber die Kugelfunctionen 

einer Ver4nderlichen » (191-192). 
Scbirde^vaJm : Djrstellung der hyperelliptischen Integrale zweiter und dritter Gattung 

und erster Ordnung durch Integrate erster Gattung (355-364). 
Scbmidt: Ueber die Aufldsbarkeii eines Systems linearer GIdchungen (189-190). 
Vellmann: Zur Invariantentheorie (321-330). 
VivanU: Zur Tlieorie der mehrwerthigen Functionen (382-384). 

X*^ loff sin 9 d 9 
T ,-,==I=5=r und dnige andere mitdcmsdbcn 
K I - ** sm» !p 
zusammentiangende Integrale (i 19-126). 

Synthetische und analytische Geometric . 
B^el: LVII Satzc ueber das orthogonalc Viercck (2x8-237, 290-302). 



33 BIBUOTBCA MAnHAnOL 

— Bcmerkungen ueber Pol und Polare eines Kegelschnittes (349-255). 

— Eine Erweiterung des Doppelverhaltnissbegriffcs (375-383). 

Binder : Ueber das ^stem der Tangentialpaokte emer imicufsalen Piancurve vieiter 

Ordnung (272-281). 
Haas: Ueber die Indicatricen der Kegelschnltte (65-72). 
Hauck : Ueber die parallelperspectivische Auf&ssung der Zeichntingsebefie bd der Gnnd- 

und Aufrissprc^ection (254*256). 
Kupperx Ueber die Plichen dritter Ordnung und vierter Ordnung mit Doppdkegd- 

schnitt, insbesondere uber deren Geraden (129-160). . 
Miister^Rascbe : Ueber die Fidchen zweiten Grades, welche ein gegebenes Tetraeder 

zum gemeinsamen Polartetraeder haben (6-24, 73-91). 
RicbUr: Ueber Kreisfusspunktcurven (338-354). 
Schlomilch : Hyperarithmetische und hyperharmonische Minel nebst geometrischen An- 

wendungen (59-63). 

— Eine projectivische Eigenschaft des P a s c a 1-B r i a n c h on Sechsecks (188-189). 
Schmidt : Ueber eine Anwendung der Symbolik bet emer Au%abe aus der Tbeofie 

der Kegelschnitte (365-371). 
Scbottm: Der SIroson'sche Satz voni Dreieck und dessen Erweitenmg (3 11*31 3). 
Schmimehir: Geometrie der Kreise einer Kugel (257-271). 
Weiler: Ueber die Osculadonskreise bei KegeUchnitten (1-5, 177-184, 383-389). 

Kinematik und Mechanik. 

Grubler: Die Krummungsradien der Polbahoen (305-310). 
Heffter: Zum Problem der Brachtstochrone (313-316). 

Jabnke: Bestimmung der Potentialfunction eines homogenen ElKpsoids (3 3 1*3 37). 
MulUr : Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve (303-305, 372*375). 
Rachmaninow : Zuruckfulirung der Gleichungen relativer Bewegung auf die canoni- 
sche Form (25-35). 

Mathematische Physik. 

Cran:^ : Das Gesctz zwischen AusdeliDung und Stromstarke Bir einen von galvanischcn 

WechselstrOmen durchflossenen Letter (92-110). 
Gleichen : Ueber die Brechung des Lichtes durch Prismen (161-176). 
Stanhmviltch \ Zur mechanischen Warmetheorie (iii-n6). 

HisTORiscH-LiTERARxscHE Abtheilung (betouders pagioirt). 
Chriskmen : Ueber Gleichungen vienen Grades im X. Buche von den Elcmentcn des 

Eu klid (201-217). 
Gelcich : Die ersten Best immungen der Rotationsdauer der Sonne durdi Beobachtung 

der Sonnenflecke (1-14, 41*53). 
NagJ : Ueber eine Algorismus-Schrift des XK. Jahrhundeits und Qbcr dfe Verbreitung 

der indisch-arabischen Recheukunst und Zahbeichen im chiiaii. AbendiaBde (129- 

J46, 1 6 1- 1 70). 
StaigmulUr: Lucas Paciuolo (8i-xo2, I2I*|38). 



offtte Loodoa MatlMmatioal Sofiie^. 

[Fedi t. Ill, pag. 56]. 

Vol. XX. — Twenty-Fifth Session (1888-89) : 

: On Crystalline Refleaion and Refraction (351-372)* 
.fiatf : On tbe Motioa of an Elastic Solid stained by Extraneous Forces (246-248). 
Brill (JJ) : A Method of Transfbrmation with the aid of Congruences of a Particu- 
lar Type (102-109). 
BriosMi Snr la transformation des Equations alg^briques (127-131). 

Bmnmdg : On Deep-Water Waves resulting from a Limited Original Disturbance (22-38). 
— ' On the Small Wave-Motions of a Heterogeneous Fluid under Gravity (392-397)« 

CayUji On the Diophantine Relation ;'*+/* = Square (122-127). 

Ourisiui A Theorem in Combinations (119-121). 

CoekU : On the Confluences and Bifurcations of certain Theories (4-i4)- 

Dkksmi Oo Raabe't BeraouUians (14-21). 

BUoH : On Projective Cyclic Concomitants, or Surface Differential Invariants (131-160). 

Grambill: Lamp's Differential Equation (213-224). 

GriSi&$ : Note on the G-funabn in an Elliptic Transformation Annibilator (248-2S7). 

Kldn : Ueber die constanten Factoren der Thetareihen im allgemeinen Falle ^ = 3 

Larmar: The Characteristics of an Asymmetric Optical Combination (181-194). 

LuidfMhrft Some Results in the Elementary Theory of Numbers (199-212). 

Imv: On the Equilibrium of a Thin Elastic Spherical Bowl (89-102). 

MacMabon : On Play « i outrance » (i9$-x98). 

Maambeim : Construction du centre de courbure de la d^elopp^ de U courbe de con- 
tour apparent d'une surfi^e que Ton projette orthcgonalement sur un plan (241-244). 

Mathews : On the Reduction of a Complex Quadratic Surd to a Periodic Continued 
Fraction (237-241). 

Pearson : On a certain Atomic Hypothesis (38-63). 

— On the Generalised Equations of Elasticity, and their application to the Thoocy 
of Light (297-350). 

RayUigh : On the Free Vibrations of an Infinite Plate of Homogeneous Isotropic Ela- 
stic Matter (225-234). 

— On the Uniform Deformation in Two Dimensions of a Cylindrical Shell of 
Finite Thickness, with application to the General Theory of Deformation of Thin 
Shells (^72-381). 

Ro^$rs : On Secondary Invariants (161-179). 

Tanner I On Cyclotoraic Functions (63-87, 258-296). 

Taylor {H, A/.): A Geometrical Note (422-424). 

Taylor {W, IV,): On some Rings of Circles connected with a Triangle and the Cir- 
cles (Schoute's system) that cut them at Equal Angles (397-416). 

Walker : Results of Ternary Qpadric Operators on Products of Forms of any Ocders 
(1XO-X19). 



24 BDUOnCA UATBUiCaCk. 

— On the Figures of a certain CLiss of Cubic Curves and their Concomiunt^^ 
(382392). 
IVohUnboimi : Certain Algebraical Results deduced from the Geometry of the Qo^*^^ 
drangle and Tetrahedron (419-421). 



dol R. Istituto Lombardo di Scienss a Lettera. 

[Fedi t. Ill, pag. 49]- 

Vol. XXII (1889) : 

As€oH : Sulle fuozioni a due variabili reali, le quali crescono o decrescono od veno 
positivo di ciascuno degli assi in un pczzo di piano a distanza (inita (317-335, 
438*448, 686-726, 804-816). 

Ascbiiri : Delle omografie sopra una conica e dei loro sistemi lineari (414-428, 484-496, 
S 58-56$, 624-646). 

Bardilli : Baricentri e moroenti di merzia di superiicie e di solidi di rotazione (497*$09). 

BiJtrami: Considerazioni idrodinamiche (121 -130). 

— Sul principio di Huygens (428-438). 

Bertini: Deduzione delle trasformazioni plane doppie dai tipi fondamentali delle ioro- 

lutorie (771-778). 
Brioscbi: Sopra un sirabolo di operazione nella teorica delle forme (117-121). 
Casorati: Nuova raisura delta curvatura delle superHcie (335*346, 842). 
F$rrini: Rendiconto dd lavori della classe di scienze matematiche e natunli(i5-23)« 

— Appunti sul calcolo della spirale compensatrice per una dinamo a poteoaak 
costante (565-575). 

Jorini: Travi reticolate rettilinee di uniforme resistenza (255-269). 
Maggi : Sui princip! della teoria della funzione potenziale (647-657). 

— Sulla teoria dei doppi strati agenti (785-796). 
Morirai Intomo all'integrale di Cauchy (191-200). 

PincberU: Di un'estensione dell'algoritmo delle frazioni continue (555-558). 
Somigliana i Intomo ai parametri diflerenziali (275-288). 

di Matematioa per rinsegnamento secoadario. 

[Fedi t. Ill, pag. 56]. 

Amko IV (1889): 

Bemtcci : Sul triangolo che ha per lati le medianc di un triangolo dato (52-54). 
Bemardi: Sopra due esercizt proposti nella Trigonoroetria del Serret (54-57)- 
Besso: Sopra una ricerca goniometrica di Aristarco di Samo (14-17). 

— Sulla ricerca del volume della piramide triangolare quando sono date le luo- 
ghezze dei suoi spigoli (144-145). 

Biffignandi: Rappresentazione geonietrica dei numeri irrazionali (67-73, 107-114). 
Gattii Sul numero delle divisioni nella ricerca del raassirao comun divisore di due 
numeri (100-104). 



PUnUCAZIOMI PBMODICHB. 2$ 

Giamm: Sopra i sistemi di circoU aventi !o ttesso asse radkale (S-13, 4$*4^>* 

Giul'ani: SuU'equivalenza dei poligoni e dei poliedri (6$'66), 

Gremigni : Le proprieti^ dei prodotti e dei quozienti estese ai monotni algebrid (i7i*i77). 

Millosevicb: II Sistema ractrico (1-7, 3}-4S). 

Mtirer : Dei poligoni che corrispondono ai triango'.i rettangoli ed agli acutangoli ed 

alcune qucstioni relative di probability (161- 171). 
PaiM^a: Esetnpi geomctrici di limiii (139-144). 

Riboni : Alcune formole sulle somme delle potenze simili dei numeri naturali (49*$l)« 
Rimii: Alcune propriety projettivc del triangolo (97-100). 
Sauve: Sopra una proprietii dei fucchi delle coniche (129*133). 
Sbrana : II teoreroa di Pitagora ed il postulato delle parallele (104*107). 
Suifdi Sulla teoria delle parallele (134-139). 



Memorie della aesiooe matematioa della Sooiet4 dei Natoralisti 

della Naova Russia (*). Odessa. 
[Vedi t. II, pag. 44]. 

TOMO Vm (1888) : 

Stankievitsch : Studio sulla teoria cinetica della struttura dei corpi. 
Skcbhuky : Sulla convergenza delle frazioni continue. 

— Su certi limiti. 
Ermdkojfi Problemi diversi. 

ToMO IX (1889): 
Zanicbevsky : Teoria delle vitL 
Roussianei Sii una questione di prpbabilit^. 

ToMO X (1889) : 

Zimmerman : Sullo sviluppo in frazionc continua di una funzione che 6 determinata 
daU'equazione differenziale 



M 



r^+Af,+Py. + e=o, 



dove M, N, P, Q sono dei polinomi interi. 
Slarkoff: Sulla teoria delle equazioni. 
Slecbinsky : Sulla convergenza delle frazioni continue. 



Raccolta matematica della Society Matematioa di Moooa. 

ToMO XII — Fasc. I (1885): 
BaugaUf: Alcune applicazioni suila teoria delle funzioni ellittichc c dcUc fimaioQi <fi- 



scontinue. 



(•) U TerMone 4«1 rosso «Jei somnsrl di qoesu e dells segosaie raeeolti tdcatMet k dovatt alk 
concfk d«UA tignors E. deKcrbcds, di Pktrobargo. 

Rtnd. Ore. MaUm.^ t. IV, parte 2». 4 



26 maucnck UkvmKTKiu 

Miassoiidof: Sul modo di detenniiure il piik basso limite delle radid positive e delle 

radici negative di un'equa&one algebrica. 
Amssimofi Alcuni teoremi suUe curve gobbe. 
N$krass0fi SuUa serie di Lagrange. 
*- Sol metocto del mioimi quadrat!* 

ToMO Xn — Fasc. n (i88$) : 

• • ■ * 

Ltttdkofi SuUe funzioni ipersferiche. 

Bougai^f: Una iegge generale nelU teoria dd numeri. 

Nekrassqf: Sulla serie di Lagrange. 

— Salle eqoationi cicUcbe. 
IMamt^i Sull'urto dei corpi solidi. 

ToMo Xm - Fasc III (i88$) : 

MiassoUdojf I Sulla teoria della divisione delle radici. 

— Sulle fumioni siraili alle funzioni di Sturm. 
Nfkrauaf: Sulla serie di Lagrange. 

BougaUffx Fondainenti del calcolo di £f (x) con una soU variabile indipondente. 

ToMO xm — Fasc. II (1887) : 

BougaUff: Fondamenti del calcolo di E^(x) con una sola variabile indiptodente. 
Mkhthon : La pi£i semplice deduzione della l^ge termodinamici dai principi della niec* 

canica analitici. 
Pokrovsky : Sulla teoria delle funzioni ultraellittiche di i* clisse. 
hUod^Ujivsky : Sulla deviazione della trajettoria ne*l'attrazione Newtoniana. 
Jonkavfkyi Osservazioni suU'articolo precedente 

ToMO Xni Fasc UI (1887) : 

Pokrovsky : Sulla teoria del!e funzioni ultradlitiche di 1* dasse. 

Possi : Sopra le differenziazioni. 

Kbrkimi Sulla curvatura delle superficie. 

Dilaunay: Sull'uno dei corpi solidi. 

Sirdobiiuky i Sugriotegrali delle equuzioni alle derivote parziali di second'ordlne. 

Mmin: Sul modo di ottencre delle serie. 

ToMO XIII — Fasc IV (i888) : 

Shdkovskyi Teoria^generale della (igura della urra. 

Priobrajituky : Sul numero dei numeri sempHci e compost! compresi fra linsiti datL 

N$irassofi Rappresentazione delle radici di certe tquazioni per meiso degPintegcali 

determinati. 
Brmakofi Sulla trasformazione unifbrme di alcune figure geometriche. 
BougaUfi SttUa fitnzioDe logaritmka. 



^7 

/i«ioUMi da la FteoM das Sotancaa da ToakNiaa. 

[K«tf t. IV, pag. la). 

T(»IB m (Ann^ 1889) : 

Andoyer : Sur on probltoie de G^om^trie (D : 1-6). 

Appelli Sur les ^uatioos difit^reotklles homogtees du aecood. ordre k coeffidents 

constants (K: 1-12). 
Bukbii Sur les systtoies de courbes qui divisent homographiquement les g^niratri* 

ces d'one surface rk%\kt (K: 1-41). 
Carvalloi M^thode pratique pour hi resolution num^ue complete des^uationtaU 

g^briques ou transcendantes (0 : 1-40). 
Casserati Sur le cercle consid^ri comme element gintoteur del'espace (B: i-Si). 

— Sur les formes biliniaires (M: 1-12). 
Kcntigsi La Gtotn^trie r^gi^ et ses applications (1-24). 

Ugoux : Attraaion d'un ellipsoide homogtoe ou compost de couches homoghies sur 
un poiut extirieur (A: $-12}. 

— Sur rint^gration de I'6quation ds* = Edu* + Fdudv + Gdv^ (F 1 l-l), 
Lsreb : Sur ceruins d^veloppements ea series trigonomitriques,— Extrait d'une Letttt 

adress^ i^ M. Appell (C. i-ii). 
Rotiquet : fitude d'un complete du sixi6me ordre (F : i-2o). 
Stiiltjesi Sur la reduction en fraction continue d'une sdrie proc^nt suivant let puis* 

sances descendantes d'une variable (H : 1-17). 
Stcuffi Sur certains groupes fuchsiens et sur une extension de la thdorle des termfil 

quadratiques (B : i*28)« 



Amaricaii Jonmal of Wattiamatica* 

[Vedi X. Ill, pag. 42]. 

Volume XI. — (1889) : 

Bos»ti On ttie Steady Motion of an Annular Mass of Routing Liquid (172^181). 

Bol^ai On the Construction of Intransitive Groups (195*2 14). 

Cayleji On the Surfaces with Plane or Spherical Curves of Curvature (71-98, 29)*}o6)« 

— On the Theory of Groups (i59-f $7). 
I/Oc€giu: Sur certaines courbes qu'on peut adjotndre aux courbes planet pour 1*4* 

tude de leurs propriMs inftntt^imales (55-70). 
Hilds: The Expression of any Difl^ential Coefficient o( a Functi'in of a Fooctiooof 

any number of Variables by aid of the corresponding DtfTeremial Cocflkieou 

of any 11 Powers of the Function, where « it the Order of the DUktMM Cad- 

fident (J88.J96). 
Fimi On die Fnnctiaiit Defined by IMaMkX Eqnaiioiii, witbaafitfentioaoftbe 

Puiteox PoiygOD Coottmctioo to these Eqnat^oot ()i7')2f)« 
FrankUn : Note on the DoaUe Periodicity of the Elliptic Fimctloat (t^ytp). 
GcmruU: Sor les tolotioDt tiogottret det ^uatioot dittrcaciiUet tiemliaato (fjf' 

372)- 



HiUM : Die Hem^ung eioer lineirea DifiereotialgleidMiag aiis eAcm gegiebenen Ele- 
ment der lotegralfunction (215-220). 

Johnson: On the Integrjls in Series of Binoniiil Diflferemial Equations (37""54)- 

Kdnigsbirgw : Ueber die Reduction von Litegralen transcendenter Funaionen (221- 
282}. 

LU (S.)i Die Begrifie. Gruppe uod Invariame (i82-i86). 

L4>vii Vortex Motion in certain Triangles (158-171). 

Ma$Mahon : Memoir on a New Theory of Simmetric Functions (1-36). 

Morl^i On the Geometry of a Nodal Circular Cubic (307-316). 

PrntHt RenuMrque au sujet du thtortoie d^ u cl i d e sar rinlinhi du oombfe des Dom-; 
bres pretniers (99*138). 

Picjhi ! Sor let formes quadratiques binaires k iod^terminte coojngu^es et les fooc- 
tioos fuchstennes (187* 194). 

Rowland I Electromagnetic Waves and OsciUatioiis at die Surface of Conductors (373- 
l«7). 

Volume XO. — (1890). 

Afftlli De l*homographie en m^cinique (i 03-1 14). 

Ceh : On Rotations in Space of Four Dimensions (191-210). 

Fine : f ingular Solutions of Ordinary Diflferential Equations (295-322). 

Forsyth: Systems of Ternariants that are Algebraically Complete (1-60, 115-160). 

FranJtiin: On Some Applications of Circular Coordinates (161 190). 

— On Confocal Bicircuiar (^uartics (323-3 36). 
MacMabon: Second Memoir an a New Theory of Symmetri: Fanction? [(61-102). 
Poincari: Sur les Equations aux ddriv^i partic'les de la Physique math^matique 

(211-294). 
Taber: On the Theoiy of Matnces (337-396). 



Btblidtheoa Mathmnatica. 

[F$di t. llf, pag. 44]. 

1889: 

Bohynin: Quelques mots sur l*hi$to!re des conniissmces raith!*matiques antdrieures 

ii la science (104-108). 
Christensen und Heiberg : Bibliographische Notiz Qber das StuJium dcr (}eschichte 

der Mathematik in Danemark (75-83). 
Curiae : Uebcr den o Jiber de similibus arcubusB des .\ h m c J ben I u s u f (i )-i6). 
Dicksiein: Note bibliographiquc sur les Etudes historico-mithimitiques c:i Pologne 

(43-50- 
Eneslrom: Bibliographique suidoise de I'histoire des mathdmatiques 1667-1888 (i-i4). 

— Sur le premier cmploi du symbole ic pour 3, 14x59 (28). 
Favaro : II Bullettino di bibiiografia e di sioria delle scicnze matematiche c fisichc 
pubblicato da B. Boncompagni 1 868-1887 (109-x X2). 



suQe food biUiografiche per gli «iidi £ storii Jdle nwfem a ikhf io 
Iu!u (II 3-1 15). 
^o/sf : Biblu^nphischi Nsdr uber dis ScudiJin der Geschiihte der Mitbenutik m 

Norwegea (97-103). 
Ljoriai Addizic»ni a!!e notice storirhe Sili Geomciria numerativa (23-27). 

— Rassegni di a'cuni scritd sui p3!igoni di Ponce let (67-74). 
W^iccardii Di aLuncopcre di Pro^>ndva Ji jutori Itiliani oniesse Deila cHottHoede 

la Perspective cdi M. Poadra (39-42). 
.Sieinscbmeider : Mis:elkn zur Geschi^te der Mathematik (35-38). 
^mUr : Die mathematiidiea and naturphTosophhchen Ditpotatkxien an djr Ufriver- 

sitat Letpog i$i2-i>26 (17-22). 
fTo//: Zwei kletne Nocixen zor Gesdndtte der Maifaernitik am AnEuige des siehzehn- 
ten Jahrhnoderts (33-34). 



BuIletiB des Sciences Mnthbmmtiqpfm. 

[Ffdi u m, pag. 30-31]. 
n* S^rie.— Tome Xni (i S&9) : 
Cimptes rendas et analyses. 

AiutENDT. — Untersoch'jngen uber die PiralleTfiichen der Flarhen zweiten Grades 

(/. r.) (86^7). 
Allmah. — Greek Geometry from Tha!cs to Eac'.id (PaaJ Tammerj), (272-278). 
Bertram). — Ca^col de$ prooabilites C/. T.). (25-48). 
Catalan. — Melanges math^matiqjcs (iS). 
Darboux. — Lemons sor la theorie g«hierale des sorfaces, et lc% app'Jcatioos gtomi' 

triques du Calcul infinitesimal (G. K.), (241-252;. 
DuHEM. — Throne noavcL'e de I'aimentttioo par inflaence fond^ sor la Thermody • 

oamiqae (/. T.) (2>2.255). 
GcEOtEELS. — TMorie des surfKcs r£glte , pr^c^die de b d6monstra t ioo des pro- 

priMs priDcipales des Hmites et des infinifDeot petits (155-156;. 
Oraindorge. — Int^gntioa des ^qa.tions de U .M&ani^oe (J. T.;. (278;, 
Gross. — Udier die Combinamen binarer F j.-mensy items welche ebenco ration ilen 

Curven zageordnet sind (/. T.), (^5-86;. 
Gruey. -— Ezercices astrooomiques a Tusage d« c^7ei de; F.cu^t^ et des (Jb»cr« 

vatoires (fi. F.). (284-288). 
Heixrichs. — Ueber den Bundcl ^ je-igcn kjsiichcn Raumcurven , weVhir cin 

gegebenes Tetracder in Jervj'«n Art z::zi gsmjinomci S:hniwgung»letf4eJiff 

haben (/. T.). (32-83). 

Ji«L. ~ BiJrii? til den ir.u-nae ;irics -^ in -n.jn ,i'e Kans C}tmn^r\t (It. A.) 
(282-2S4). 

Lie (S ). - Tlieorie der Traiifomiri .ni^rjx^ iR. Veuhi , W. di Tunmnhira 
(1 13-148). 

^-^**^- "" ^^ HauptMcUichsieo Theoriea der Ck metrie in JHrer r/ii»»«rcri iimJ li«ti. 
tigen Eatwickdaog. Historiscfae Mooograpfaie (/, r,; (201-301;, 



)0 BttUOTECA MATBMATICA. 

Mansion. — Qemente der Theorie der Detenmnantea mic vielen Udsungsau^aben 

(87). 
MmiMZABAL Tamborrel (db). -Nouvelles Tables de Logarithmes des nombres natureU 

depuis I jusqu'^ 125000 et des fonctions goniotn^triques, de microgonio en mi- 

crogonio et des vjleurs de cette fonction de centimiligonio en cendniiligonio , 

depuis ziro jusqu*ii 12500 pour Hng^nieur gtographe (i57). 
MBTBt (E). — Die rationalen ebenen Curven 4**^ Ordnung und die binire Form 6^ 

Ordnung (/. T ). (50). 
NniMANN (F.). — Vorlesungen Qber die Theorie der ElastidUt der festen Kdrper und 

des Lichtithers. Gehalten an der Universitit Kdnigsberg (^Marcel Brillouin). (5-24). 
Oppolzer (D\). — Tralt^ de ij d^terminition des otbites des comhes et dies plan^- 

tes. (83). 
Poincar^. — Throne mathimaiique de la luraiire (Af. Br.) (173-19S). 
Ptaszycki. — Sur Piotdgration sous forme fmie des difF<&rentieIles elliptiques (65-82). 
Resal. — Trait6 de Physique mathteiatiquc (P. Dubem). (265-272). 
Saint-Germain (A. de).— Recueil d'exercices sur la M^canique rationnelle, i i'usage 

des candidats k la Licence et i l*Agr£gatioD des Sciences math^matiques (/. T,) 

(199-200). 

Sanguet. — Tables trigonom^triques centisimales (/.— L. S.). (288-294). 

SCHOSNTUES.—Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung (/. T.). (i 57-161). 

Stegemann. — Gruiidriss von Differential-und Intcgrol-Rechnung (/. T.), (49-50). 

Thirion. — Histoire de l*Arithm6tique (50-51). 

TissERAND. — Trait6 de Mdcaniquc cC*leste (B. B,) (149-155). 

VoGT. — Sur les invariants fondamenuuz des Equations difftrentielles lin^aires du 

second ordre (281-282). 

Melanges 

Blulel: Sur les trajectotres orthogoniles d'une fimille de coniques (255-257). 

Bourhti Sur la multiplication des series trigonomdtriques (55-64). 

Caspary : Sur les expressions des angles d*E u 1 e r , de leurs fonctions trigonora^- 

trtques et des neuf coefficients d'une substitution orthogonale au moyen des fooc* 

tioDs th^ta d'un seul argument (89-111). 
— Sur une mithode g^ndralc de la g^omitrie qui f )rme Ic lien entre la g6om6- 

trie synth^tique et la gdom6trie analytique (202*240). 
Cahro; Contribition ii la thdorie des limitcs (5 1-54). 
Raffyi Sur un probi&me de la thtorie des surfaces (161*170). 
Saint-Germain (Je) : Sur les courbes synchroncs (257-264). 
Stieltjes: Extrait d'une Lettre 4 M. Her mite (170-172). 
Tiixeira: Extrait d'une Lettre i M. J. Tannery (i 11- 112). 



PUBBUCAZIONI PmOOKHI. )l 

Aniudi dblla R. Scoola Normals Superiora di Piaa. 

[Fedi t. lU, p. 42]. 

VoLiniB VL — 1889. 

^igiavi : Sopra una dasse di eqaazioni differenziali lineari a coefficienti doppiameate 

penodia (161-252). 
Garni: Le linee diametrali delle curve algebriche piaoe e in panicolare i loro asii di 

ummetria (1-160). 



Bariohta nebar dia Varhandloogan dar K. Bdchaiachan Oaaallachaft 

dar Wiaaanachaltan so Lafpsig. 

(Mathematisch-Physiscbe Cla«se)« 
[FaUuUl^p. 43-44]. 

EmuMDViEiziGsm Band. — 1889: 

Btgel: Zur Invariantentheorie der Systeme voo Pfa£Eucheo Gleichungcn (1 $7-176). 
Krauu : Ueber einige Differentialbeziehungen tm Gebiete der doppelt periodiKhen 
FuDctionen dritter Art (iio*ii6). 

— Zur Tbeorie der doppelt periodiscben Fuoctiooeo xweiter utid dritter Artf 

(347-364). 
Ue (51): Die ia(iiutesiinalea BeruhrungstransCbrmatiooen der Mechanik (14$' 156). 

«— Reduction einer Transfbrmationsgruppe auf ilire caoonifchc Form (^77-289). 

— Ueber irredudbile Beruhrungstransformationtgruppen (520'327). 

Afa/#r (A.)i Zur Theorie des gewdhnlichen Miximunis und Minimumi (122-144), 

— Ueber die Maxitna und Minima impliciter Functionen und die Rtciprocititigc- 
setze in der Theorie dts gewdlmJichen Maximums und Minimumi (308-3 19). 

Mittheilung Ober das Mdbius-Archiv (14-21). 

Nfumatm (C): Ueber das M a i f a 1 1 i'sche Problem (22*30). 

Scbgffiars : Zur Theorie der aus n Haupieinheiren gebildetea complexen GrOf ten (2^yyj), 

— Ueber die Berechnung von Zahlensystemen (400'4$7)* 

Scbeihner : Zur Reduction elliptischer, hyperelliptisclier und Abe IVher Integrale. Das 
AbeTsche Theorem ftU* einCiche und Doppclintegr^le (31 -$6). 

— Ueber den Zusammenhang der Tbetifunctionen mit den elliptischen Integralen 
(86-109, 24$-276). 

— Ueber die Difierentialgteichungen der elliptifchen ModuUunctionen und Inva- 
rianten (331-342). 

S^ur : Ueber die canoniscbe Form der Parametergruppe (229-231)* 
Siudji Compiexe Zahlen unJ Transformationsgruppen (i77«228). 
Tbomae : Ueber Curven, deren Punkten mehrere Parameterwertbe cntsprechen (365- 
377)- 



)3 mBUOmCk XATEKATICA. 

BoDeiin do rAoadtaile Royale des SciaooM Lettrwi 

at Baaux-Arts da Balgiqoa. 

[K«/i I. HI, p. 44]. 

LIX« Ann£b. — I1I< StMSE. . 

Tome XVH (jinvier-juia 1S89): 

CaiMlan: Kouvelles notes d*Alg^re et d* Analyse (129-150). 
Diruyts (S.) : Sur la represent Jtion de I'honnographie de seconde esphat sor la cnbi- 
que gauche (312-329). 

— Sur une propri^6 commune aux courbes normales des espjces lin&aires ($45* 

5S4). 
Sirvais : Sur Ics orobilics dans les surfaces du second dcgri (566-)&4). 

Tome XVIII (juillet-d^mbre 1889) : 

Catalan : Remarques sur un Mdmoire de M. G. de L o n g c h a m p s (41-48). 

— Sur une fbmiule de M. Baschwitz (666-669). 

— Sur une nouvelle formule de M. Baschwitz (770). 



Fastaohrift, haranagagaban too dar Matliamatlaohan Oaaallaohrit 

in Hamburg. 

EitsTSft Teil — Geschichte der Gesellschaft von 1690 bis 1890. 

ZwnTBR Tbil — Wissenschaftiiche Abhandlungen: 
Ablbom : Zuni Pentagramma mirificura (69-74). 

Bochi Kombtnatorische Ableitung emiger Eigeaschaften der O-Funktioiien (ji-^o). 
BruHs: Note zur Stdrungstheorie (3-8). 
Buscbe : Beweis des quadratischen Redprocitltsgesetzes in der Theorie der aus den 

vierten Wurzein der Einheit gebildeten komplexen Zahlen (80-92). 
Cantor (3f.) : Ueber einige Konstructionen von Lionardo da Vinci (8-15). 
EicbUr : Die Darstellung der cyklischen Kurven und ihre Bedeutung f&r die Sdiwin* 

gungstheorie (92-105). 
Gamber: Die Knotenlinien der Atnio-und Hydrosphlre (15-25). 
Hoppi : Methode zur PrOfung der homogenen Magnetisierung etnes Magnetstabes (io$« 

110). 
Hurwiti', Ueber die Wurzein einiger transcendenten Gleichungen (25-31). 
Jiriscbi Zur Theorie der linearen parttellen Differential- Gleichungen (no- 119). 
Keferstein: Ueber den Begriff der Zahl (i 19-125). 
KUssUng : Zur Erklarung des Sehens mit bewafThetem Auge (125-12S). 
Kdpcke: Analytische Darstellung einer differentiierbaren Funktion mit OsciUatiooenia 

jedem Intervalle (128-153). 
Kronecker : Ueber die D i r i c h I e t'sche Methode der Wertbestimroung der G a u s s'- 

schen Reihen (32-36). 
KrUssi Spektralapparat rait automattscher Einstellung der Prismen (153*158). 
La^artu: Die sociale Gesetzgebung und die Mathematik (158-162). 



PUBBUCAZIONI PBRIODICHB. 33 

NeUo : Ueber den grdssten gcmeinsaraen Tciler zwcier ganzer Funktiooen (36-43), 
Reye : Der gegenwariige Stand unserer Kenntois der kubischen Raumkurven, flber- 

sichtlich dargesicllt (43-60). 
Schroder: Ueber den Zusanimenhang der hyperelliptischen cr-und s-Funktionen (162- 

172). 
Schubert: Kegelschnht-Anzahlen als Funktfonen der Raum-Dimension n (i 72-184). 
Sturm (^.) : Ueber die sogenannten Strahlenkongruenzen ohne Brennfliche (61-68). 



Gomptes Rendna de rAssociation Fran^aiae poor I'avanoaineiit 

dea Scienoea. 

[Fedi t. Ill, p. 49]. 

XVIII«n« Session (Paris, 1889) — 2« Partic (Notes ct Mtooires): 

Berdelli : Th^orie des logarithmes fondle sur la multiplication des series (38-42). 
Bierens de Haan : Quelques renseignements sur I'^dition de la correspoodance et des 
ceuvres de Christian Huygens (233-237), 

CailUr: Note sur rcxprcssion i +TT: » (i$8-i6i). 

>'t"*"-i-_i_. 
* 2n — I 

ColUgnon : Observations au sujet de la rencontre de deux points mobiles dans on 
plan (1-7). 

— Note sur les courbes circulaires synchrones (7-23), 

Commifus dt Marsilly : Etudes sur le f postulatum d'E u c 1 i d e i et sur les principes 

fondaraentaux de la g^om6trie 6!6mentiire (88-100). 
DtIa$moy : Emploi de I'^hiquier pour la resolution de divers problimes de probabi* 

Ht4 (43-5^). 
Gtntyi Note de gSom^trie vectorielle sur les surfaces isothermiques ($3-60). 
Joukwsky : Un appareil nouveiu pour la determination des moments d'inertie des 

corps (23-24). 
Laisant: Integration directe de I'expression cos^ x sin< x dx (225-227). 
Lemoine: Contributions k la g^om^trie du triangle (197-222). 
Neuberg et Gob : Sur les axes de S t e i n e r et I'byperbole de K i i p e r t (166-179). 

— — Sur les foyers de Steiner d'un triangle (179-196)." 

Ocagne (d^ : Sur les trajectoires des points marques sur une droite qui se d^place 
en touchant constamment par Pun d'eux une courbe donnSe (228-233). 

Oltramare : Application du calcul de generalisation ft la determination des int^^les 
des equations lineaires aux diflerentiellii partielles avec coefficients variables 

(I4S-I5»). 
Pellet; Sur les cercles ou spheres se coupant sous des angles donnes (161-163). 

— Sur la resolution trigonometrique de certaines equations (164-165). 
Perrin: Sur les caracteres de divisibilite (24-38). 

Scbaute: Sur des quadruples equianharmoniques ou harmoniques (100-117). 
Tarry: Geometrie generale (60-87). 

Rend, Grc. Matem., t. IV, parte 2*. 5. 
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Figmni: Esquisse historique sur Ii mirche du d^voloppement de la g'^omtoie da 
triingle (117-141). 
— Calendrier lunairc perp^tuel (141 -144). 



ANNUNZIO. — Per mancania di spa;Jo tinumdiamo al prossimo 
volume VElenco dclle Fia.'b'blica.zloxii ziozi parlodLl- 
Cll^v pervenute in dono alia Biblioleca del Circolo da gentiajo a dicem- 
bre 18^, ed isomtimri makmaticidelk seguenU 



Acta Mathamatioa. 

[FeM t. m, p. 60]. 

Aota Soolatetia liuianiJai'iiiii 
Aimalaa da I'foola Normala sopMaora da Paria. 

Annala of MathaoiaUoa. 

[Veii X. m, pig. 43l- 

Annual Raport oC tba Smithaoniaii Inatitntloii* 

[V€di U III, p. 60]. 

iML dalla R. Aooadamia dalla Soianaa di Torina. 

[Viii t. m, p. $9). 

Atll dal GaDagio dagllngagoari ad Archltatti di Falanno. 

[F#dtf t. ra. p. 43]. 

AtU dal R. laUtato Venato di Sdanaa, Lattara ad Arti. 

\vai t. m, p. 43l. 

BMickta daa Natorwiaaanaohaltlich-madialniahhan VaraiaM 

in Innabniok. 

\Viii t. UI, p. 58]. 

Bollatin Soiantiflqaa. 

[Veii t m. p. 4Sl. 

Rollattino Hataorologioo del R. Oaaanratorio di Palarmo. 

[Vidi t. Ill, p. 64]. 

^aaopia pro piatovftni mathamatlky a lyaiky. 

[Feii u yi, p. 45l. 

Comnnloaaiani a proioooUi dalla aedate dalla Sooiatii Matamalioa 

di Karkoff. 

[Fidi t. m, p. 64]. 

CSrteioa CttantlHoa. 

[FM t m, p. 60]. 
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Edaoational Timaa. 

[Fedi t. m, p. 50]. 

Gioraale di Katematiche. 

[Fedi t. in, p. 9]. 

Giornale di Sciease Naturali ed Scooomioha. 

[ridi t. UI, p. so]. 

Jahrbach aeber die Fortaohritte der Mathematik. 

[f^eJi t. Iir, p. so}. 

Jahreaberichtdar Kgl. BShmischeo Geselladmft dor Wiaaenachaltan. 

\redi I. Ill, p. 61]. 

Jomal de Scienciaa Mathematicaa a Aatronomioaa. 

\Fedit. m, p. 51]. 

Journal da Kath^matiqaaa tttaientairaa. 

[f^edi t. Ill, p. 51]. 

Journal de Kathtaiatiqaea ^p6cialea. 

[f^edi t. UI. p. 53]. 

Mathasia. 

[Fedi t. m, p. 55]. 

M^langea math^matiqaea at astronomiqaea tirto da^BiiUatin 
do l'Acad6xnie Imp6rialo doa Sciences dd St«-P6teraboiirg. 

[f'eJi t. Ill, p. 64]. 

M6moirea de rAcad^mie Imp6riale dea Sciencea de St.-P^teraboorg. 

[Vedi t. Ill, p. 55). 

Mtaioirea de la Soci6t6 Royale dea Sciencea de Li6ga. 

[Fedi t. Ill, p. 55]. 

Memoirs of the National Academy of Sciences of Waahington. 

[Fedi t. Ill, p. 56]. 

Memoriae de la Sociedad Gientifica « Antonio Alzate». 

Memorie della Society Italiana delle Scienze (detta del XL). 

[Fedi t. Ill, p. 64], 

Monatshefbe i^dr Mathematik and Phyaik. 

Nachrichten von der Kgl. Gaaallachaft der Wiasdnschaften 
and der Georg-Aaguat-UniveraitUt su Gdttingen. 

[Fedi t. Ill, p. 61]. 

Niaaw Archiaf voor Wiakonda. 

[Fidi t. UI, p. 64). 

Philoaophical Transactions of the Royal Society of London (Seriea A). 

[Fidi t. UI, p. 61]. 
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Prooeedinga and Transactions of the Nova Scotian Inslitoie 

of Natural Science. 

Proceedings of the Cambridge Philosophical Society. 

[redi t. in, p. 9l. 

Proceedings of the Canadian InsUtnte. 

[Fedi t. m, p. 60]. 

Proceedings of the Royal Society of London. 

[Fidi t. m, p. 57]. 

Pnbhlioasioni del R. Osservatorio di Palermo. 

[Fidi t. m, p. 64]. 

RoTue gte^rale des Sciences pm^es et appliqa6es. 

Revae Soientifique (revue rose). 
[Fedi t m, p. 49J. 

Sitsungsberichte der mathematischphysikalischen Classe 
der Kgl. Bairlschen Akademie der Wissenschaften zu Mtlnchen. 

[Fedi t. Ill, p. 63]. 

Sitsungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftlichen Classic 
der Kgl. Bdhmischen Gesellschafb der Wissenschaften su Prag. 

[Fedi t. in. p. 62l. 

Sitsongsberichte der physikalischmedlcinischen SocietUt 

in Erlangen. 

Tidsskrift for Mathematik. 

[Fedi t. Ill, p. 26]. 

Transactions of the Cambridge Philosophical Society. 

[Fedi t, III, p. 28J. 

Wiskundige Opgaven. 

[Fedi t. Ill, p. 64]. 

G. B. a. 
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K^Nwxbericlu der Kgl. Bohmischen Gesellscbafl der WUsemcbafUn . . .35 

Kh^-^I d« Sciencias Mathenuticas c Astronoraicas 35 

K**MH^i dt Maih^matiques dlinientjires 35 

Km^4M) dt M4th6matiques pures et appliqu<^es 16-17 

Ku^u^ 4« Muhiniatiques sp^ciales jj 

K^ik^ Mr \\\f^ reine uad aDgcwjodte Matbeiuatik 16 

NtHH^m^tKht und naturwissenschaftlicbe MittheiluDgen aus dea Siu- 
Mi^»Nftehttn der KMglUb Preussiscben Akadmie der fVisten- 



IMMmaiiques et astroaomiques tir^s du Bulletin de VA' 
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cadimie Impiriah des Sciences de St.'Pitersbourg 35 

Mdmoires de VAcadimie Impiriale des Sciences de St, -Peter s^onrg . . 35 

Mtooires de la SociiU RoyaU des Sciences de LUge 35 

Memoirs of the National Academy of Sciences of Washington ... 35 

Memorias de la Sociedad Gentifica w Antonio Al^ale 9 ,35 

Memorie della R. Accademia delle Science dell'Istituto di Bologna . . 12 13 
Meniorie delh sezionc niitem.itica de!Ia SocietH dei Natiiralisti della 

Nuova Russia 25 

Memorie della Society Italiana delle Science (delta dei XL) .... 35 

Monatshefte fur Mathematik uDd Physik 35 

Nachrichten von der Koniglicben Geullschafl der Wissenschaften und 

der George August^Universitdt lu Gottingen 35 

Nieuw Archief voor Wiskunde 35 

Nouvelles Annates de Math^matiques 17-19 

Nuovo Cimento (II) ix 

Periodico di Matematica per Tlnsegnamento secondario. • •' . . 24-25 

Philosophical Transactions of the Royal Society of London (Series A). 35 
Proceedings and Transactions of the Nova Scotian Institute of Natural 

Science 36 

Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 36 

Proceedings of the Canadian InsUlute 36 

Proceedings of the London Mathematical Society 23-24 

Proceedings of the Royal Society of London 36 

Pubblicaaioni del R. Osservatorio di Palermo 36 

Raccolta matematica della Society Matematica di Mosca 25-26 

Rendiconti della R, Accademia dei Lincei i3-'4 

Rendiconti della R. Accademia delle Science fisiche e matematicbe di 

Napoli 10 

Rendiconti del R, Jstituto Lomhardo di Science e Leltere 24 

Revue g^ndrale des Sciences pures et appliqu^es 36 

Revue Scientifique (revue rose) 36 

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Classe der Kgh Boi- 

riscbin Akademie der Wissenschaften XM MUncheu 36 
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Tidiskrxft fjr Mr.'.cmjtrk 53 

TransioioDS of the Cunhriiit PitilcsrpiiicM Sxitij }6 

Wiftkundige Opg^ven • 36 

Zeitschri6 fur Machematik unJ Ph"sik i:*22 
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Tip, MaUmatica di Micbele Amenta, Palermo, 



[RENDICONTI DEL CIRCOLO MATEMATICO Dl PALERMO 

Direnore: G. B. Guccia. ' ^M 



I Tomi I-XX (1887-1905) dd HENDICONTI DEL CIRCOLO MXTEMATWO Dl P^ifflMO com engono 530 
I Nenorie e ComunlcazlonJ, dd sigg.; Adhcmar.(d'), AgugUa, Alagna,Albegg'uini, Almaml, AmMi, Amnio, 
lifmici, Appell. Ascione, Aulrmne, Bagnera. Barbtert (A.), Earbieii(U.), BtUrami, Sirry, Bertinl.Btr^o- 
mhrl, Bmaiii, Belli, Bianchi, Boggh. Boncla, Borlololli (Sig." E.}, BorMotIi (E.), Bourlel, BramHUa, 
WSrioschi, Brusoiti, Bucca, Burali-Forli, Burgiilli, Calapso, Caldarcra (F.), Caldarera (Sig."' G. M.), 
wCanloru, Cantor (G.), Capitli, Carrone, Casorati, Casttlnuovo, Catalan, Cavallaro, Cerniti, Cerlo, Ct- 
Wtiro, Ciani, Coitli, Cordont, Cremona, Dmielt, De Dondtr, De Frauchis, Dtl Pt^X"! ^«' l^', Diclnon, 
, Di Pirro, D'Ovidio, Enriquti, Fano, Ferrtlti, Fount, Fubini, Gambtra, Garibaldi, Gebbia, Gegtn- 
I iauer, Gerbaldi, Gigli, Giudxct, Giuliani, Giulotto, Gordan, Guccia, Guidberg, Hdiphtn, Hermile, Hirst, 
I Humbert, lasolera, Jonquitrts (de), Jordan, Jung, Kantor (S.), Kerbed^ (Mmt E. de), Klein, Kohn, Ko- 
W lonoff, Korinutg, LaisanI, Lauricella, La^^tri, Lebon, Levi-dvita, Lo Monaco- Aprite, Loria, Lovelt, 
I Maceaferri, Maisano, Mannheim, Marcolongo, Marietta, Martintiti, Medolaghi, Minto, Miltag-Ltffier, Man- 
I Usano, Montessus de Bullore (de), Moore, Morale, Morera, Murtr, Sielien, Nobile, Noetlitr, Orlando, 
J FOei, Pannelli, Pascal, Pattrnb (F. P.), Peano, Pennacchittti, Ptpoli, Ptriia, Petnyvitch, Pixider, Pbragmiii, 
I Fitard. Fieri, PineherU, Pisali (Sig." L.), Pintlli, Fmncari, Pomptiu. Porro. Puglisi, Relali. Rindi. 
t Sannia, Sbrana, Schlegtl, Schoutt, Segre, Stveri, Sevtrtni, Sfor^a, Sinigallia, Soler, Starkoff, SUph^noi, 
Studniika, Stuyvatrt. Ttdone, Toffoittii, Torelli (G.), Tcrtlli (R.), Trafelli, Ventroni, Venturi, Vero- 
Visalli, Vitali. VittrVt, Vlvanti, Vollerra, Vries (de), Wtber (E. von), IVeitrstrass, Zatemba, 
I Ztuthtn. 

PrcMo di ciascuno dei Tomi I-XX (1887-1905) I- ^5 1 o ■ 

Preiio degli alHDICl dei Tomi I-XXu fi« ^'■''/""i^ionej- L. s\ = S.S '■ 

PreiM deU'intera collezione (Tomi 1-XX e «INDICI«J. . L. 300 ) - ^^ I 

(Nou si veodono faaclcoU HepBTRli del Rendlcootl). 

luvbndo vaglia po^tale, o « cheques, al Teeoriere del CIrcolo Matematico, 30, via Ruggiero Set- 
6no, Palermo (Italia) i Tomi dd RENOICOKTI ioao ^ubito spediti, per pacdii poalali, fumco di potto 
\ in tutti gli Staci deU'Unione Geneiale Posule. 



COKDIZIOHI D ABBOHAMENTO. 

I RENDICONTI DEL CIRCOLO yATEMATICO Dl PAURUQ si pubblicano per fasdeoH bimestrali, in-fl" 
grande, e formano ogni anno da una a due Tomi di circa 400 pagiae ugnuno, ai quali vanno aimeui 
gi'indid e le coperline. (L'abbonaviento ji fa per tomo e non per aanoj. 

Col Tomo XXI (in corso di slampa) ft stalo ingrandito il formato ddla pagina di stamps 
(rara, 205 X 135 invecc di mm. igo X " j)i Hinanendo lualterato I'antico formaio esterno del libro. 

Col Tomo XXI i RENDICONTI conterranno una sola parte: Memorit i Ctmun\ca\\oni. 

A incomindaie dal Tomo XXI : il prezzo di ognl Tomo dei RENDICONTI (in abboruimcnto o 
non) h di Lire ao (in oro per I'estero). -.^^ 



£ aperto rabboaamenio aJ Tomo XXI. Per abbonarsi, inviare vaglia postale, schiqueB, di 
Lire ao (in oro per I'Estero), al Tesoiief e del Circolo Matematico, 30, via Ruggiero Settimo, 

Palermo <Italia}. Pilmna, <lic<inbre i;u[ 
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